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Betegnelser 09 skrivemater.

Betegnelser:

c(Q)

x-verdi ved starten av integrasjonsintervallet.

matrise som brukes ved trigonometrisk tilpasning av en

metode.
0 T
—AZ 0

approksimasjon til cosQ.

mengden av komplekse tall.

lokal trunkeringsfeil for en metode (definisjon 6.1)
(betegnes av og til bare trunkeringsfeil).

d i X, -

global trunkeringsfeil (definisjon 6.2).

e i X

den funksjon som definerer problemet (v" = £(x,y) ).
i X

rommet av alle funksjoner av typen

k

} (a.cos(jx) + b.sin(jx)) , hyor a_.,b. ikke varierer med X.

mengden av vektorer med elementer tilhgrende Fk(x).
- Fx, 51 + A%
= g (x,¥(x))
-3
I G(Xn)

skrittlengde ved numerisk integrasjon.

int(xl,xz,...,xnl er stgrste lukkete intervall i R som inneholder

alle Xl’x2""'xn'

enhetsmatrisen
k

1=0 anvendes i den numeriske integrasjons-—

er slik at {$n+v-i}

formel.
mengden av alle naturlige tall (1,2,3,...).

betegnelse p& enhver funksjon av h som oppfyller

1im h~Fo(hY) = endelig konstant #* O
h-+0




P orden til en metode (definisjon 4.5}.
p (%) interpolasjonspolynom sSom brukes i PER og SC4.
pk(x) rommet av alle polynomer av grad heyst lik k.

Ek{x) mengden av vektorer med elementer tilhgrende pk(x)

a 0 med ett element.
Q = hA
R mengden av alle reelle tall.
% den uavhengige variabel ved integrasjonen.
TTSn trigonometrisk tilpasset Stgrmermetode , k=n.
‘I‘TCn trigonometrisk tilpasset Cowellmetode, k=n.
Gn numerisk approksimasjon til §(xn).
Eg numerisk approksimasjon til §'(Xn)'
b den uavhengige variabel ved integrasjonen.
X x—-verdi etter n'te skritt.
§ eksakt lgsning av et ordinart startverdiproblen.
- e —)—( 1
L £ = FiE.,
Z =%H. . 3. % parameter 1 testproblemet y" = ~12y brukt ved
undersgkelse av absolutt stabilitet for en metode.
sig Yo Selibe
n -, B
3. = £ (%, W)

Skrivemater:

i = a(b)c betyr at i antar verdiene a,a+b,a+2b,...,cﬂ2b,c—b,c.

i,j = 1,2 betyr at baide i og j antar verdiene 1 o 2.



Sammendrag.

Denne rapporten inneholder en undersgkelse av metoder som
1gser problemer av typen ;“ = %(X,;) (baneproblemer) . Forst
generaliseres Stgrmers 09 Cowells metoder ved en trigonometrisk
tilpasning. En utleder s& visse egenskaper ved koeffisientene i
disse metodene. Absolutt stabilitet undersgkes teoretisk og
numerisk. Det gis en utledning av ngdvendige elementer i tre
rutiner som baserer segd pa4 disse metoder. Rutinene brukes i en
undersgkelse over i hvilke tilfelle en trigonometrisk tilpasning
av Stgrmers og Cowells metoder gir gket effektivitet (ngyaktighet
kontra tidsforbruk) ved numerisk integrasjon av baneproblemer.

Undersgkelsen viser at trigonometrisk tilpasning ikke er
2 anbefale for hele klassen av baneproblemer. For underklassen
y" = ﬂD2§ + ¥(x) , hvor D er en reell diagonal (eller hgyst
diagonaldominant) matrise og inhomogeniteten T er slik at
lgsningen gdr asymptotisk mot ]gsningen av det tilsvarende
homogene problem, synes det imidlertid & vare til dels store
gevinster & hente ved trigonometrisk tilpasning. Det synes ogsa
3 vaere fordelaktig med en slik tilpasning av de av disse metodene
som er banestabile (Stprmers metode ,k=0,1 og Cowells metode ,k=1,2,3)
nar en vil lgse problemer av typen §" = —A2§ , hvor egenverdiene
£il den reelle matrise A har stor spredning i stgrrelsesorden. Det

er imidlertid ikke gjort numeriske undersgkelser i dette tilfeldle.



1. INNLEDNING

o

Denne rapporten har som siktemdl & presentere endel
undersgkelser av kjente og nye metoder for numerisk integrasjon

av systemer av ordinare differensiallikninger av typen:

v () =f (t,¥) | (1.1)

i

Fysikalsk betraktet inneholder denne klassen av differengial—

likninger matematiske beskrivelser av blant annet systemer som
beveger seg i tiden uten energidissipasjon. Et eksempel er planet-
tyngdepunktbevegelser der luftmotstand ikke er inne i bildet og
stridling~ og meteormotstand og liknende er neglisjerbar. Na&r slik
motstand skal vare med i beskrivelsen, inngir den vesentlig som
en funksjon av y'. _

De metoder som skal betraktes er lineare flerskritts-
metoder av typen:
” k

.U s ¥ E 8.
joo L nt+l-1i 320 Jj

I} o~

nte-7j

Koeffisientene {di}i=0 og {Bj}§=0 er generelt matrisefunksjoner
avhengig av f(t,f) " a0¢0. e=0 gir en eksplisitt metode, mens
e=1 gir en implisitt metode.

De mest kjente av disse metodene er Stgrmers (eksplisitte)
og Cowells (implisitte) metoder. Disse har skalare koeffisienter
og orden k+l. (Se definisjon 4.5) I praksis kombineres en Stgrmer-
og en Cowellmetode med samme orden til en prediktor-korrektor-
metode.

Disse metodene kan generaliseres p& forskjellige méter.

Det mest naturlige er en trigonometrisk tilpasning slik at en

lpgser systemer av klassen

2
Y' + A Y = py_q(t) (1.3)
2
eksakt nir A er en konstant matrise og k refererer kil (1.2}

Med en slik metode skulle en kunne forvente at ogsa problemer av

typen

2o = 2o | (1.0)

1 = 0 (1.2)



3
kan integreres mer effektivt (ngyaktighet kontra kostnad) enn med
vanlige St¢rmer-Cowzll-metoder dersom

> > | 2.
3g(x,y) || << [1a || (1.5a)
3y
hvor ¢
-> > _ % > 2,
g(x,y) = £(x,y)+A y . {1.5b)
. 2 " ; 3 ,
nar en velger A passe (sa nar opptil - —— som mulig).
9y
‘Hvis §(x,§) =0 vil lgsningen vare en trigonometrisk

funksjon av hA som vi vil betegne med Q i fortsettelsen. En m&

da kunne vente at metodens koeffisienter ogs& vil inneholde
trigonometriske funksjoner av Q. For generell Q m& disse funksjonene
approksimeres med rasjonale funksjoner (f.eks. polynomer). Dersom

Q er diagonal kan de beregnes direkte ved hjelp av datamaskin-
systemets standardfunksjoner og en bedre ngyvaktighet bgr kunne

Oppnas.



2, UTLEDNING AV TRIGONOMETRISK TILPASSETE ST@RMER~ OG COWELLMETODER.
Gitt problemet

¥+ Ay = g(t,y) (2.1)

2
A N ' (2.2)

Generell lgsning av (2.2) er velkjent:

¥, (£) = cos(at)e; + sin(at) &, (2.3)
derx
o < 21
cos(at) = J (-1)tiAt) T (2.4a)
Fes, 2 1]
e i=0 (21)..
oo i(At)2l+l
sin(At) = ] (-1)"-———— (2.4b)
i=0 (2i+1)!
som da er matriser av samme dimensjon som A. For & finne en
partikularlgsning av (2.1) omformes likningen til et 1. ordens
problem:
- . >
: i L y' £2.5)
> 2, - > .
Y Ay + glt,y)
e
¥y
Betegner sé& §, med Y.
Herav: N 0 I 3
L 2
| Y o g (2.6a)
eller
¥' = BY + T(t,Y) | , (2.6b)
der
0 I
B = 7 (2.7)
-A 0
og
(2.8)

3y
=
<y
il
ey
el
|
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For (2.6b) kjennes fglgende partikularlgsning:
t .
Tie) = J BT B yate O (2.9)
a
hvor a er en vilkdrlig reell stgrrelse.
eBt finnes ved & betrakte (2.6b).
Ordnet:
¥'-BY = T(t,¥) (2.10)
Tilsvarende homogene problem:
N ]
V- =
?h BY, [] (2.11)
gom har l¢gsning
A : (2., 52)
Fra (2.3):
§h = COS (At}gl'l' sin (At)gz
Herav:
%ﬂ = -Asin (At)E;+ Acos (At) &, _ {2.13)
En har da:
> >
Y (0) C1q
Se= ¥, (0) = . = | . (2.14)
YI"I(O) AC2
Pra (2.3) g (2.151;
cos(At)gl+sin(At)32
¥, = R . (2.18)
~-Asin (At)citAcos (at)c,
Ordnet:
cos (At) A tsin (at) 21 .
Y = . (2.16)
-Asin (At) cos(At) AC,




Vi har her benyttet at alle analytiske funksjoner av en matrise
kommuterer. Dette fglger umiddelbart av definisjonen av analytiske
funksjoner (eksistensen av eksakt potensrekkerepresentasjon).

Fra (2.12,14,16) fglger at

-1
cos(At) A “sin(At) .
eBt = (2.17)
~Asin (At) cos(At)
Innsettes (2.17) 1 (2.9) f&r en at
t
cos (A(t-1)) A"lsin(A(t—t))1 ]
Y _(t) = Bort, dr  (2.18)
P ~Asin(A(t-1)) cos(A(t-1)) g(t,y (1))
a
Altséa:
t
§p(t) = JA_lSin(A(t—T))3(T,§(T))dT _ {2.19)
a
Generell lgsning av problemet er da etter ordning av yh(t):
t
Y(t) = cos(A(t-a))d;+ sin(A(t-a))32+[A'lsin(A(t-T)§(T,§(T))dr
é (2.21)
Initialbetingelser:
> > >, . EEy (2 22)
y(a) = ¥, &N {ad- = ¥ ’
Fra (2.21):
y(a) =d; =¥, (2.23)
y'(t) = —Asin(A(tma))31+Acos(A(t—a))§2
+ . (2.24)
+JA‘1Acos(A(t—r))G(r,y(T))dr
a
y'(a) = ad, = ¥} (2.25)
eller
ds = a 1§ (2.26)



Fra (2.21,23,26) fglger na:

t
?(t)=cos(A(t—a))§a+A'lsin(A(t-a))§;+JA‘1sin(A(t—f))§(f,y(T))aT
a (2.27)

Tilsvarende kan en sette:

t+x
§(t+x)=cos(Ax)?(t)+A‘lsin(Ax)§'(t)+JA"1sin(A(t+x—r))E(T,y(r))dr
£ (2.28)

3
Denne relasjonen inneholder y'(t) som ikke inngar i det opprinnelige

problem. Det er derfor g¢gnskelig & kombinere den bort. Setter:

t+x
¥ (t,x) = J A Lsin (A (t+x-1))& (1) dr ©(2.29)
t
hvor
&(t) = §(r,y(1)) (2.30)
FPra (2.28) far en:
J(t4x) = cos (Ax)T (£)+A Tsin (Ax)¥' (£)+3 (t,x) (2.31)
F (e = dos ) TR A Ve (R ) P i, 4B (2.32)

Multipliserer s& (2.31) med sin(Ah) og (2.32) med sin(Ax) og adderer:
sin (Ah)Y (t+x)+sin (Ax)¥ (t-h)

=(sin(Ah)cos(Ax)+cos(Ah)sin(Ax))?(t)

5 2 (2.33a)
+sin(Ah) ¢ (t,x)+sin(Ax)} ¢ (t,-h)
t+x
=sin(A(x+h))§(t}+I A" lsin(Ah)sin (A (t+x-1))&(1)dt
t-h t (Z2.338)
+J Aplsin(Ax)sin(A(t—h—T))a(r)dr
& "o
Setter sa
' = & + git-r) (2.34a)

i siste integral I. Motsatt:



T = t+ 2(t-1") (2.34b)
Det gir:
t+x
F = } A sin(Ax)sin(A(- 2(t-t")-h))E (t+ 2(t-")) %(—dr')
£ (2.35a)
t+x
= [ A7t Bein(ax)sin(a 2(ttx-1"))E (b Be-rr)yar (2.35b)
t

Fra~{2.33b) og {2.35b) f¢glger da til slutt:
_).
sin(Ah)y(t+x) =

sin (A (x+h))¥ (£)-sin(Ax)y (t-h)
4+

+A~l J {sin(Ah)sin(A(t+x—r)a(r) (2.36)
t

+ gsin(Ax)sin(A%(t+x-T))a(t+ %(t—r))}dT

Lenger enn dette er det ikke mulig & komme eksakt uten kjennskap
til &. N& erstattes derfor G(r) med et interpolasjonspolynom.

Betegner:

3.
3.

E(Tj) (2.37)
og

™, = t (2.38)

Integrasjonen i (2.36) skal n& ga fra t-vh til t-vh+rh innsatt

Newtons bakoverdifferansformel basert pa gitteret {Tnﬂj}§=0.
v antar verdiene 0 og 1, og re[0,1].
Gl K
k. e, o) g o T )
G(r) = ) 220 mod olg o 220 nmh gl (o)) (2.39)
j=0  §! hJ (k+1)!
hvor
€(T)aint(T,Tn,Tn_k) (2.40)
Normerer til
-1




Det gir:
i)l (s)) = % hs h(s+l) *h(s+2) - - +h(s+j=1) iz
=0 3L & =
(2.42)
" heg-h(s+1l) -h(s+2) -« +h(s+k) a(k+l)(n(s))
(k+1) !
der
n(s)=zg(t(s)) (2.43)
Altsé:
k  (es) .
Ftg) = J, (i)l Bl L IR
§=0 4! (-s=-3)! "
(2.44)
¢ (e KL Rl (-s)! &k+l) ooy

(le+l) ! (=s=(k+1))!

k : :
7oL D ICRTEE, ot CaN T s e ML Lk SOV P I eI
:J:

Tntegrerer ni (2.36) fra t-vh til t+(r-v)h:

B=sin (Ah)Y (£+ (z-v)h) -sin (Ah (r+1))¥ (£-vh)+sin (Ahr)¥ (t- (v+1)h)

t+(r-v)h
= A—l J {sin(A(t+(r—v)h—T))sin(Ah)é(T)
v (2.46)
+ Lsin@a T(er (e-v)n- ~t))sin (Ahr) & (EEE (t-vh) - )}
«dt
Normerer ogsd her til s og setter Ah=Q (t=t+sh):
r-v
5 -l : :
D =A {gin(Q(r-v-g))sinQ - F(s)
-V (2.48)
+ %smn( (r-v-s))sin (Qr) (- Eglv— %)}P-ds
Setter s& inn (2.45) i (2.48):
lr;v k r s
B = n%g” }{sin(Q(r—v—s))sinQ_;O(—l)J(‘?)VJG
- 3 k £+......_]l v+ §. .
+ mSln(Q(r ~v-g))sin(Qr) } (- l)j( r)vﬂé }ds
r 3_0 '_'} n
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r-v
+ (1R [ sin(0(-v-s))sin0 (5 E XY (n(s))
-V r+1 s
_mv-|- —
+ %sin(%(r—v—s))sin(Qr)( rk+l r)
(2.49)
s k+1) _EEL. B
G {n( e r))}ds
Definerer sa cj(Q,r,v) ved
2 k '
D = h®sinQ Z c.(Q,r,v)vjé +sinQ-§k (2.50)
j=0 ?
Det vil si at:
. r-v
65(Q,r,v) = (<137 J (sin(@(r-v-5)) ()
-v (2:51)
+(rsinQ)-lsin(%(r—v—s))sin(Qr)
r+lo. s
-(F ; ) 1ds

ﬁk behandles senere. Innfgrer genererende funksjon for koeffisientene

K(Q,r,v,p) =} 0.(Q,x,v)p3 (2.52)
j=0 -
K(Q,x,v,p)
r-v " i .
= o7t J {sin(Q(r-v-s)) } (-1)3 ("5)pI1as
¥ j=0 J (2.53)
r-v oo} E.-.[.-_.l.. = ..S...
+Q"l(rsinQ)—1sin(Qr) {sin(%(r~v—s)) Y (—1)j( ol Ll
;! 3=0 .
°pj}ds
r-v
= in J sin (Q(r-v-s)) (1-p)  %ds :
-V (2.54)
i Eﬂv.}. S
+(QrsinQ)_lsin(Qr) J Sin(%(r"V“S))(l—p) % Tas
-v
Setter:
r-v
1 = sin(Q(r-v-s)(l-p) Sds (2.55)
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Ved delvis integrasijon:
I. = [sin(Q(r-v-s)) (- Ll—_-p~)—:i)]r"V
1 In(l-p)  "-v
- (2.56)
I e ol spn. Clep)™®
J (-Q)cos (Q(r—v-s))( W)ds
-V
in(0r) (1-p)" r_v
E Slﬁn%i—p) g - ln{%—p) J cos (Q(r-v-s)) (1-p) "Sds
-V (2.57)
Setter videre:
r-v
Iy = J cos (Q(r-v-s)) (1-p) °ds ‘ "~ (2.58)
-v
Tilsvarende fés:
I = - (=0)"T _ cos(or) (-(1-p)")
3 In(l-p) In(l-p)
r-v ’ (2.59)
+ -ﬂl—(—%:-a"—)— J Sin(Q(r""V_S)) (l“p)_sds

-V
Settes (2.59) inn 41 (2.57) finnes eksplisitt:

I, = {(n(1-p)) 140%™ (1-0) Vis1n (0r) In (1-p) +Q(1-p) “T-0cos (0r) }
(Z.61)
Setter na _
LN Eiiv+ S
_ e T r
I2 = J 51n(f(r~v“s))(l~p) ds ‘ (2.62)
-v

To ganger delvis integrasjon og ordning gir:

T, & (Bn12=p) PP T0R ] T iLl-p) Ve eteiile [y 90 (g <Oonsd]

2
. (2.63)
Setter (2.61) og (2.63) inn i (2.54):
Ki{Q,,%, ) |
(2.64)

= pilm (-p) F200% TS0 Y (lep) Tsoos ()

+(1-p=-cosQ) (sinQ) “Tsin (Qr)}
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@nsker nd & finne en rekursjonsformel for koeffisientene oj(Q,r,v)

fra den genererende funksjon K(Q,r,v,p).
Fra (2.52) og (2.64) har en:

Y o.03{(1n(1-p))%1+0%}
i=0

(2.65)

= (l-p)v{(l-p)_r—cos(Qr)+(l—p—cosQ)(sinQ)dlsin(Qr)}

Utvikler med hensyn pa p:

o Blaaty ip ik
-1n(l-p) = JI%Q dx = J ) x3lax = 7§ ijﬂldx
0 pd =L 3=14
T l—~p] & -~ ] S50
j=1’
2
(lakle=p)}® = ¢ J Zahy®
j=17
B B
e j_1J(m~:1)
5 m
e ZSQ
m=2 1
der —_ ; 3
S = ) = (Se tabell 2.1)

m jo1 3 {m—1)

(l-p}v = l-vp

siden v bare antar verdiene 0 og 1.

(1-p) F =

3

-1)3 (53
0 J

Il e~28

InnsattE 1 (2.64)2

k Ujpj{Q2 % & ()

m
5P }
j-—-—O m=2

= (-vo){I § (-1} (D) pt-cos (ar)
i=0

+((l—p)I~cosQ)(sinQ)—lsin(an

(2.66a,b,c)

(2.66d)

(2.67a)

{2«67h)

(2.67c)

(2.68)

(2.692)

(2.70)

L2sdl)
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Innfgrer k=j+m pd venstre side 0g k=i pd hgyre side 09 ordner
likningen:
' o k-2
2 2 k
0 (Uo+dlp)+ z (0, Q0%+ E g.,8 _.)p
k=2 450 4 k-3
o k k, ,~r -r NP .
= I} (=1)"p"{{ k)+v(k—l)}+(I_COSQ) (sinQ) “sin (Qr)
= (2.72)
-cos(Qr)+I+{V(cos(Qr)—(I—cosQ)(sinQ)_lsin(Qr))
] s BEL - ; . 2
=(sinQ) “Sin(Qr) }p+v(sino) sin(Qr)p
Betrakter (2.72) for hver potens av p.
903
2 ; =L . —a1
Q oy = (I-cosQ) (sinQ) sin(Qr)-cos (Qr)+I (2.73)
Herav:
0y = Quz{(I—cosQ)(sinQ)_lsin(Qr)+I—cos(Qr)} ’ (2.74)
1
o 1
ngl = —I(—r+v)+v(cos(Qr)—(I—cosQ)(sinQ)—lsin(Qr))
{2.75)
—(sinQ)"lsin(Qr)
Det vil si:
: 5 ol < T o =
g = 0 {xrI-(sinQ) $in(Qr)-v((I-cosQ) (sinQ) ~sin (Or)
(2.76a)
+I-cos (Or) )}
-2 -
= @ Y- (8in0) 51n(Qr)—VU0} (2.76b)
2
p” s
039°+358, = T(("5)-vr)+v(sin) "Lsin (or) (2.77)
oy = @ ("0 +v ((51n0) Lsin (or)-r1) 2
(2.78a)

"(I—COSQ)(SinQ)—lsin(Qr)~I+cos(Qr)}

1 Q‘z{(“§)+v((sinQ)‘lsin(Qr)nrx)—co} (2.78b)




] m~1 1
Tabell 2.1. s = jzlﬁTﬁf?T , m=2(1)20.
m . Sm
Eksakt Numerisk
2 1 1.000000000
3 1 1.000000000
4 %% 0.916666667
5 > 0.833333333
6 37 0.761111111
7 . 0.700000000
8 223 0.648214286
9 Sl 0.603968254
10 2% | 0.565793651
11 0.532539683
12 0.503312891
13 0.477417027
14 0.454304822
i 0.433541644
16 0.414778624
17 0.397732823
18 0.382172503
19 0.367906114
20 0.354773966

14



e po kM =
¢, Q +jZOGJ g-j = (FDT v I NT (2.79)
Ordnet:
=PI
g, = 8 “1i=1] (¢ )+v Z sk -5 3 (2.80)
En kan da stille opp fglgende rekursjonsformel for {oj};zoz
B = Q_2{(I~COSQ)(sinQ)—lsin(Qr)+I—cos(Qr)} {2 .81a)
2 . -1 . . -1 .
o = 0 “{rI-(sinQ) “sin(Qr)-v((I-cosQ) (sinQ) “sin (Qr)
(2.81b)
+I-cos(Qxr))}
o, = Q“4{((_§)+V((sinQ)_lsin(Qr)—rI))Q2
(2.810)
-(I—cosQ)(sinQ)“lsin(Qr)—I+cos(Qr)}
g, = Q_z{(—l)j((_r)+v{_r ))I—jizs o.},323 fz 81&5
j J j"l 1i=0 ]_i i rJ= :
Fra (2.81) fés na:
oy = Q4= (D +v(T5))0%* (sin) sin(or)-rI
i {2.83)
+(v-1) ((I-cosQ) (sinQ) Tsin (Qr)+I-cos (Qr))}
o, = 0 LD v (TN - (5o (1-v) 0% ((sin®) TPsin(Qr)-rT)

(2.84)
+( (v- %%)Q2+I)((I-COSQ)(SinQ)_lsin(Qr)+I-cos(Qr))}

Fra (2.46) og (2.50) fglger at den generelle integrasjons-

formel kan skrives:

u = (sin0) Yisin(Q(r+1))%___-sin(Qr)u }

Ynevtr n-v n-v-1
5 k .
+h* ) 5.(Q,r,v)vVG
j=0 J "

{2.85)



Med

r=1 fglger fra (2.85) to integrasjonsformler:

: Trigonometrisk tilpasset Stgrmermetode (eksplisitt).
v=1: Trigonometrisk tilpasset Cowellmetode (implisitt).
Fra (2.8la,b,c,83,84) fglger na:

Stgrmerkoeffisientene(r=1,v=0):

l Q_2{21—2cosQ}

oy = (2.86)
01 = 0 (2.87)
-4 2
o, = 0 “{Q“-2I+2cosQ} (2.88)
-4 2
o, = Q0 “{Q°-2I+2cosQ} (2.89)
o, = q~9ia"= 1—2«@2+2I+ (—J%Qz—-ZI)cosQ} (2.90)
Cowellkoeffisientene (r=1,v=1):
* =3
oy = Q “{2I1-2cosQ} = % {2:91)
* -2
o, = Q “{-2I+2cosQ} = =94 (2.92)
* -4, 2 _
g, = Q “{Q°-2I+2cosQ} = v, tr293y
“oz =0 (2.94)
c: = Q—6{~ %Q2+2I*(%Q2+ZI)COSQ} ({2:95)

Pnsker nd &

finne de tilsvarende R-koeffisientene som er slik at:

k k .
I = Ko 2.96
En har at:
i i o
v = I DIGIT (2:97)
3=0



Setter inn (2.97) i (2.96):

[

Il 368"
Q

Il o
E—I
i
(9}

)js

Jj n-J

Altsé:

3% i
By = (-1) ) ()04

=4

I amvendelsene vil k=4 benyttes.

A -
B, = (-1)7 ¥ (Do,
) i=j J 1
Herav fas:
Rl ke e A
By = —(61+202+3c3+4c4}

62 ='02+3U3+604

w
i

“(63+464)

By = 94

Innfgrer fglgende matrisefunksjoner:

1

Tl(Qprl (I-COSQ)(SinQ)—1sin(Qr)+I—cos(Qr)
' . et 2
TZ(Q,r) = ((sinQ) “sin(Qr)-rI)Q

Setter ni inn i (2.101-105):

17

(2.98a)

(2.98b)

(2.99)

(2.100)

(2.201)
(2.102)
{2.103)
(2.104)

{2 1105)

(2.106)

(2.107)




8o = 90 (@-viot+ (2v- )0+ (0,1)
+((v=1)0%+ (2-v) )T, (Q,x)
+H1=9) (CD-CP+CPa’-e’s
8, = 0 8t (wvo+(E —7v)?-an) T (0, x)

+((l—2v)Q2+(2v—7)I)T2(Q,r)

+((3v-2) (5)+ (3-av) (-2 (Tpra*+a(THHo?

8, = 070 {((9v- 22)0%+61) T, (0, 1)+ (vQ+ (9-6v) )T, (0,7)

+((1—3v)('§)+(6v—3)(‘§)+6(‘§))Q4—6('§)Qz}

8, = Q0 L((AE —sv)o®-4T) T (Q, 1)+ (4v-5)T, (Q,7)
F(v (D (1-4v) (D -4 (T e+ (750

i

078 ((v- 13)0%+1)T (@, 1)+(1-V)T, (2,T)

+v (H+INot- (D%

Fra (2.85) og (2.96) fglger integrasjonsformelen(k=4):

u
nkr=y

}

= (sinQ) M{sin(Q(x+1))¥__ ~sin(On)d____;

4
2 2
+_£ Bj(errvl(h $n~j+Q un_j)

3=0

G&r nd over til & betrakte spesialtilfeller.

(2.108)

(2.109)

(2.,110)

(2:111)

{2 ,112)

{2.1328)



Prediktorkoeffisienter (r=1,v=0):

BO = Q—6{5Q4— il~~]é{22+2I+(-—2Q‘LI+ §%Q2—21)COSQ}
By 0 0(-90% &9 81+ (- 220%+8T)cos0}
52 = 0" %1100%-250%+121+(1902-121) cosQ}

63 =Q { 5Q + Q%QZ -8T+ (— 3%—Q2+81)COSQ}

64 = Q-G{Q4 l%Q2+21+(;L-}-O2 -2T)cosQ}

Prediktorformelen blir da:

2c080-4_-4
— S . —-u
co e A

ey

+ % 8. (W23 _.+0%0 )
n+l ghe, stOU, 4

3=0 =

Korrektorkoeffisienter (r=1,v=1):

of = 0 %" ToPsars (7p0-21) cos0)

*

Bl = {22 2“81+(—2Q4— l%Q2+81)cosQ}
5:_ = Q~6{Q4—7Q2+121+(Qz—lgl)cosg}

X 0 2

By = (20 8I+("Q 2,81) cosq}

B, = P §Q2+21—(-1-Q2+21)COSQ} s ls*
4 6 6 i3

> L > r ¥ 2> 2

Uiy = 2008Qe0,-0, o +6, (h78, #0708, Z B
hvor

> >

¢n+l - f(tn+]_’ n+l)

n+l—j

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2:1208)

(2.1208)

(2.122)

(2.,123)

(2.12%)

2>

0 Yn+1-3

(2:125)

(2.126)

)




Interpolasjonskoeffisienter for PERDIAG(v=l):

-6 Laz 2

By (r) = Q7 °((- oty + DS ("5)94-('5)9 } (2.127)
Bl(r) = Q"G{(Q4+ %Q2—4I)Tl - (Q2+3I)T2
(2.128)
o TR S - 4 ~Ey 2
fF( 2) ( 3) 4( 4))Q +4( ,)Q }
=6, 1.2 i 2
Bz(r) =Q {( §Q+61)Tl. {(Q +31)T2
(2.129)
-X -r -r 4 -, ~2
F =205 +3 (730461 ,3)Q7-6 (5107}
_ a8 L2 N
83(r) =Q { (§Q +41)T1 - Wy
‘ (2.130)
-r - -r 4 =T, 2
+((5)=3( 3)—4( 4)}Q +4( ;)0 }
8, (r) = 0 e DTy +  ((H+Tia’-(Heh (2.131)
Interpolasjonsformelen kan da uttrykkes saledes:
Gn;l+r = (sinQ)_l(sin(Q(r+l))3n_l—sin(Qr)En_2)
4 (2.132)
27 _.40% )
1,00 070,510

N2r metoden skal anvendes i praksis er det ¢gnskelig 4 kunne halvere

og doble skrittiengden. Ved halvering ma u_ _ 1 og u 3 beregnes

n- = n- =
(henholdsvis r=% og r=- %).(PERDIAG) . 2
Roeffisientene blir i dette tilfelle:
.
r = i':
1, _ 4=6,,_ 11.2 1 35.4_ 3,23
80(2) g {1 IEQ +I)Tl(2)+T )+-—§Q (2. 133)
Lo . wrBpd.. 5.2 i il 1.8 3.2
B (5) = 0 {07+ 307-4D)T; (5)-(Q +31)T2(2) 2507+ 30 ¢
. {2.134})
1 -6 1
B,(5) = Q7°{(- §Q2+GI) ( )+ (02 +31)T, (é €%Q4 20%7 (2.135)
B 1.2 Lo o 7.4 3.2
83(§J Q {"(§Q +4I)Tl(§) T2(2)+ §§Q + §Q } (2.136)
1y, _ =6 152 1, 5 4. 3,2 5 137)



Bo (-

By (=

Her er:

S

it

oSt Heo?

I

5

_ ~—6 4 o I PR . y A
= Q {(Q + EQ 4I)Tl( 21 (Q +3I)T2( 2) EEQ

It

L W
0%~ (0% T (- F)-T, (- 3

ol D k-l s
= 0 "{(3R™HIT, (- )+ 50+

1 (= l)_

1 1,5 4.1
2 tEIT it 5 ) 1ot v g0

-6 1.2 1 2 i
Q0 (- 50%46T)T, (- )+ (Q%43T)T, (- 5)+

1
8"

2

13

5 4
329 ~

ﬁg‘
[\
—

2

(I—cosQ)(SinQ)—lsin(%Q)+I—cos(%Q)

((sinQ)flsin(%Q)— -;-I)Q2

il

i

En har da fra (2.132):

O

N w

i

> ->

‘(sinQ)-l(sin(%Q)un_l-sin(%Q)un_2

T S T T 2
(sinQ) “sin(3Q) (v _;+u _,)+h

3

4
)

0

—(I—cosQ)(sinQ)-lsin(%Q)+I—cos(%Q)

o1 1. 1.2 1
-((sinQ) 51n(§Q)‘ EI}Q = T2(2)

4
Y ¥ B.(%

j=0 7

1.>
Bj(" E)Gn_j

P42, 188)
4_ Ly2)
(2.139)

4 3.2

g4 t 97}

(2.140)
(2.141)

{2:142)

t2:143)
(2.144)
(2.145)

" (2.146)

G 4
n-7j
(2.147)

(2.148)
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De klassiske Stgrmer- og Cowellkoeffisienter.
Fra (2.81) f&s som spesialtilfellet Q=0 og r=l:

o, = 1 ‘ (2.149)

0
g, = -vI (2.150)
R (2.151)
2 |12 g

Selve rekursjonsformelen fas fra (2.79):

k-2

] S, 04 = n¥oEnsEnEtarn k23 (2.152)
| j___..o =
eller
k-3 S
Székuz = (L-v)I - jzosk"jdj k=3 {2.153)
Med 82=1 og i=k-2 forenkles dette til
i-1 o
o, = (1-v)T - .Z Si49-4%5 =1 (2.154)
J=0
Fra (2.149) og (2.154) fglger na:
g, = (l—v)I-S300 (2.155a)
= —vI '  (2.155b)
o, = (l-V)I—S460~S3Ul _ (2.1562a)
_ (2.156b)

2

(2.155b) og (2.156b) stemmer med henholdvis (2.150) og (2.151)
Rekursjonsformelen kan da enklest uttrykkes (skalart):

1l

cO(V) |

(2.157)

-1
g. (V) 1= - ) 8 (v) , 331

i s AL

I

{2.157) gir koeffisientene i de klassiske Stgrmer(v=0) og
Cowellmetoder (v=1). (Jf#- Lemma 3.2)




Tabell 2.2. Koeffisientene i Stgrmers og Cowells metoder.

-

N E3
k Oy (Stgrmer) O (Cowell)
0 1 1
1 0 -1
1 1
2 12 13
1
2 13 0
n 19 s sl
240 740
y 3 g/
. 40 240
” 863 221
12096 60480
7 275 19
4032 6048
5 33953 9829
518400 3628800
5 8183 407
129600 172800
2 3250433 330157
53222400 159667200

23
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Metodens lokale trunkeringsfeil.

Betrakter s& trunkeringsfeilen i den generelle metode. Fra (2.49,50):

r-v
B (0T sinte-v-s)) - ((5) B0 ()
53 (2.158)
+(rsinQ)_lsin(%(r—v—s))sin(Qr)
Tl s
TR T £))3as

k+

Siden sin(Q(r~v~s)),sinQ,sin(%(r-v—s)) cg sin(Qr) avhenger av den
ukjente Q, er det ikke mulig & anvende middelverdisetningen pa
integralet. Derimot kan en beregne en skranke for flﬁk![m

Definerexr operatoren M:

M(-) = maks(|[-]]) (2.159)
sel-v,r-v]
En har da fra (2.158):
r—-v
[ =m0 | e sintote-v-50) (58X (nis))
-V
+(rQsinQ)—lsin(%(r—v-s))sin(Qr) (2.160)
E%l + 5 Ty (k+1) r+l s
(., T0E (n(= E=v- S)as] |,
r-=v
< J @ sin(Q(z-v-5))) u(( 5 ) -MEF) (s
ol (2.161)
+M((rsinQ)_lsin(Qr))-M(Q_lsin(%(r—v—s))
r+1 S
Ml T Ty @D o Etlo, £)))}as

k+1 r

Forutsetter re[0,1]. En har da:

MO Ysin(0(r-v-s))) = M((r-v-s)I) = r (2.162)
M(( ) = fiE gt =1 (2,163}
M(a(k+l)(n(s)) forutsettes endelig.(éliG(k+l)makS||w} (2.164)

r(sinQ)'lsin(Qr) = (rQ)—lsin(Qr)°(sinQ)_lQ (2.165)
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Herav:

|| (sing)Yo|| £ L nar |Jo|| =%
2 w0 2

(2.166)

M((rsinQ)_lsin(Qr))

fordi spektralradien for matriser er hgyst lik normen ELEE

matrisen svarende til en vilkirlig lp—norm for tilhgrende vektorer.

vts, <

M(lesin(%(r—v—s)) ht M({1l- —E_) ¥ (2.167)
r;lv+ % < 2 <
M{ iy ) = ?akS(l.(k+l)) o) (2.168)

fordi T LI j2is
T ¥

k+1 r+l s <& (k+1) .
M(é (n(- o f))) forutsettes begrenset (—||§ maks]iw)
(2.169)
nar s'= - E%lv~ %-er begrenset og i dette tilfelle er s' begrenset:
s'e[-2,-11].
En har da:
< . k+3 {Jegl. % (k+1)
llﬁkllm =0 (el [G )maksl]m+ %'1'2.||G sy Lol
(2..170)
Altsa:
IR 11, = (cemyz] (UYL B (2.171)
k+1) > (k+1)
hvor |1E( ||_ = maks||G (nf)) |,
gD xel-2,11]

IA

m

ma3r rel[0,1] og ][Q[Iw— 5.
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Definisjon 2.1. Gitt en numerisk metode for lgsning av et ordinert

startverdiproblem. Hvis denne metode anvendes pd& problemer hvis
eksakte lesning er et polynom sd sies metoden 4 vere av

algebraisk orden k dersom den gir eksakt lgsning (bortsett fra

avrundingsfeil) ndr lgsningen tilhgrer pk(t), men ikke eksakt

lgsning nar Z¢sﬁ£ngen er et (k+1)-gradspolynom.

Definisjon 2.2. Gitt en numerisk metode for lgsning av et ordinert

startverdiproblem. Hvis denne metode anvendes pd et problem hvis
cksakte Lpsning er en trunkert Fourierrekke, sd sies metoden 4 vere

av trigonometrisk orden k med parameter w dersom den gir eksakt

lgsning (ndr alle beregninger gjeres eksakt) ndr lgsningen tilhorer
Fk(mt) hvor t er den frie variable, men ikke eksakt losning ndr

lgsningen utspenner hele Fk+1(mt).

2 (k+1)
Vi ser av (2.171) at || |l¢1|§ ]
- . g( - m?ks - > 2>

integrerer eksakt hvis ¢ ¢ Py - Siden G = y"+A“y fg¢lger da at

=S

Boc §k+2 nar 2220 og ¥ ¢ ?l(At) @iﬁk(t) nar Azio. Det betyr at

. Det betyr at metoden

Stgrmers og Cowells metoder er av algebraisk orden k+2, mens de
trigonometrisk tilpassete Stgrmer- og Cowellmetoder er av
algebraisk orden k og trigonometrisk orden 1 nar A2 er konstant.

Vi ser ogsa at trunkeringsfeilen er O(hk+3).
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3. NOEN SETNINGER OM DE TRIGONOMETRISK TILPASSETE ST@RMER- OG
COWELLMETODER. '

I dette kapittelet presenterss visse setninger med bevis
som gjelder for koeffisientene til og orden av de trigonometrisk
tilpassete Stgrmer- og Cowellmetoder. Resultatene er hentet fra
arbeider utfgrt av min veileder universitetslektor Syvert P. Ngrsett.
Disse foreligger til nd som kladd.

For enkelthets skyld regnes skalart(Q = q (1x1 matrise)).

Lemma 3.l. Det fins polynomer Rm(qz) og Im(qz) 5 méo,
av grad = 1 slik at:
% 2 2 -
Gm(q) = gq (Rm(q )+cos(q)'Im(q ) {3:k])
R _(0)
hvor Lo &2
I (0)
m+2 , m like > |
og o = { # = ' (3.2)
i m+1 , m odde
\
Bevis: Fra (2.81) fglger med r=1 og v=0:
oy = quz(l—cosq) ' (3:33)
Gy (= 0 (3.3b)

(2.81d) kan utvides til & gjelde j=2 i dette spesialtilfellet.
{(Bruker m for j):

m=-2
o = qﬂz(l...

. s .o.(g)) , m=2 (3.3c)

izﬁ m—i i

{Si}i er gitte konstanter (tabell 2.1).



Spesielt har en (2.86-90) :

-2 2 2
co(q) = 2q " (l-cosqg) = Ro(q )= 2, Tsta 1==2, 0p= 2 ' (3.4)
o, (q) = 0 - R, (g%)=0 , I.(q>)=0 ,(c.=2) (3.5)
1 l 4 l a 7 1 ..
-4 1 2 2 2 2
Gz(q) = 29 (59 -l+cosq) = R,(q")=q"-2, I,{a")=2, 0,=4 (3.6)
oo lq) = (@) = R,(q%) = q>=2 , I,(q%) =2 , o, = 4 (3.7)
3 2 319 78 g » 93 '
0@ = q °(q*~ HaPr2+c0sa(ia’-2))
g . B 175 4, 11 2 _
==»R4(q)-q —6q+2,I4(q)-—6-—2,o’4—6
(3-8)
Vi ser at Lemma 3.1 er riktig for m=0,1,2,3,4.
Znta at Lemma 3.1 er riktig for O0=mSn-1, n22. (%)
Av (3.1) og (3.3) £fas da:
n-2 -a,
e TR X 2 . 2
o (q) =q7(1 iEosn_jq (R; (g“)+cosg-I, (g)) (3.19)
- (o +2)
- 2
=q "7 (@ (g )+cosqI_(q%)) (3.10)
hvor
-2 o -a,
2, _ %p-2 B n-2"% 2
R (@7) =g P R, (q°) (311
. =0
3 2 i e
BXg®) = <] 6 .49 I Ta’) (3.12)
i=0 :
2 2 g > -
Hn(q > ‘aq In(q ) er polynomer fordi @ _5=0L i=0(1l)n-2.
Herav fglger umiddelbart at (3.2) gjelder for m=n.
tter n = 2k , keN :
2k-2 a -a.
oo 2k-2"%4 2
2k=-3 "~ o —-a,
_ 2k-2"% 2 0 2
T (0) = (izo Sok-19 L (a7)+8,a Iy (@) g
(3.14a)
¥ .~12k_2(o) (3.14b)
fordi fra (3.2) og (*) feglger:
i< 2k-2 = Gy € Gy P Oy om0, > 0 (3.15a,b,c)




Tilsvarende har en :

A

i 2k=3 = i < 2k-1 = Gop 70 > 0
£t gir da med n = 2k+1l:
2k-1 o . =0
2k-1 i 2
T (0) = - Z S e T ™) |
2k+1 i20 2k-bl-1 i g=0
2k-3 o -a
2k-1 i 2
= - S ; v E. 4
izo 2k+1-i9 i'd )|q=0

0 0
=S3q I,y _5(0)=S,q T, 4 (0)

= —(IZk_2(0)+I2k_l(0))

Tilsvarende fas for Rn(qz):

Rop (0} = =Rop. 5 (0)

Roge1 (00 = =Ry, (0)+R,, 4 (0))
Berav:

Ry (0) _ Ry (0) -

1,5, (0) Top_n (0)

Siste likhet f@glger fra induksjonshypotesen (*). Videre:

(0) (0)

(0)

ox—1 (0}
(0)

_ Rzk_2(0)+R2

_2(0)+I

Rox+1 k-1

0) 2k-1

(0)-I

Tor+1 Lok
_ TIogn

(0)+I

Iok-2 2k-1

En har dermed vist at (3.1) gjelder for m = n.
Lemma 3.1 fglger da ved induksjon.
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(3. 17a:b #¢)

(3.1.9a)
(32.19b)

(3.19c¢)

(3.20)

£3£21)

(3.22)

(3.23a)

{3.23h)
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Lemma 3.2. For m £ 0 gielder:

lim cm(q) B om(o) = o (3.24)
q+0
hvor o er de vanlige Stegrmerkoeffisientene.
Da fglger:
2
B gt o o o _+2
- I 5 = cosq- L q Moy 0(q = {3 28]
I, (q%) 1. (0)

Bevis: Fra integralrepresentasjonen av cm(q)((z.Sl) med r=1 og v=0):
. 1 - . @
oo jag gLl g, { -S S ;
o (a) = (-1)7q JSln(q(l s)){( m)+(m)}ds (3.26)
0 &
HBerav:

lim o_(q) = (-1)™ 1im(Sin(q(l‘5)))(1-5){(T;)+(;)}ds (3.27)

1
g>0 ™ £q+0 g(l-s)
1
= (—1)‘“J(1—s){(‘§)+(;)}ds (.28)
0
= g |1,side 291
{3.24) er bevist.
Fra Lemma 3.1:
: 2
-a B 1g°)
cm(ql = Im(qz)'q M- =2 5 )+ cosqg}l (3.28)
Im(q )
Fra (3.24):
AP B P,
Um(q) = Im(q ){—Km+0(q 33 (3.30)
der
g N
Ky = = — : (3.31)
Im(O)
BiEss:
“é o a_+2
o (@) = I_(q®)-a “(-e g ™+0(q® )} (3.32)
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2
R (g1 o o +2
cosq + —m——i— =kerna T+ o(g Ths) (3.33)
Im(q)
Herav:
2
R (g7} & o +2
- B = cosq - ——1 T+o@™ ) (3.34)
Im(q ) Im(0)
{(3.25) er bevist. 0.E.D.
FTeorem 3.1l. ILa am(q) vere koeffisienter gitt ved
Fam 2 2
Gam(ql = (R (q 1+I(q J-Clq)) {3.38)

det pil si de koeffisienter en fdr ved & erstatte cosq 2 Gm(q)
‘med approksimasjonen C(q) som er en polynomisk eller rasjonal
Funksjon av q. Hvis C(q) innsettes 1 den trigonometrisk tilpassete

Stgrmermetode fds:

k
u )

m 2
muacam(q)v (¢n+A un) (3.36)

- ac(qlu, + u

n+l nmj

Med C(q) = cosq er metodens trunkeringsfetl O(hk+3) uansett q.
£z nodvendig og tilstrekkeliyg vilkdr for at trunkeringsfeilen <

(3.36) er O(hk+3) for alle q er at:

ak+2
C(q) = cosq + 0(q ) (3.37)

kvor oy refererer til Lemma 3.1.

Bevis: En har at:
vz (x) = o (n™) (3.38)

I (3.36) vil derfor perturbasjonen cam(q)—cm(q) multipliseres
med en faktor O(hm+2} i trunkeringsfeilen. Siden trunkeringfeilen

med eksakt cos(q) er O(hk+3), kan perturbasjonen 1 cm(q) vare

0{hk+3-(m+2)) 2 o(hk~m+l). En m& minst ha:

limcam(q) = om(ﬁ) = B (3.39)
g>0 “




det vil si cos(q)-approksimasjon av minst 1. orden. Bruker na

samme teknikk som ved beviset av (3.25) i Lemma 3.2:

2
—am Rm(q )
{ 2

I (a”)

2
I,(a)aq

cam(q)

Fra (3.39):

+ C g} ¥

va (@ = I (q%) 1 ey + 0(g®)}

dexr
m
i
Im(O)
eller > o
sa_(q) = T _(a)g "{- ——q " + Olq
i {9}
m
Ferav:
2
R_(g”) S o amf2
s ) = Laned 2 pemel
m'9 m
ellier
2
R_(g™) o o o +2
clg) = = L 5 + L q = 5 o(q

PFra Lemma 3.2 (3.25) fglger:

am+2
C(q) = cos(qg) + O{g )

Decte skal gjelde for alle m=0(1l)k.
" Pe: vil si at: ’

ak+2
C(g) = cos(q) + O(gq )

siden 2 gker monotont med m.

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

Wi har dermed vist at (3.37) er ngdvendig for &4 beholde trunkerings-
feil av O(hk+3) for alle q. Anta s& at (3.37) ogsad er tilstrekkelig.

Da fglger fra (3.35) og Lemma Bt

(¢
cam(q) = q m{Rm(qz) + Im(qz)‘(cos(q) + O(g

(3.48)




Alisa:

cam(q) - dm(q) = 0(g
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Fra innlednigen av beviset fglger at:

k-m+1

[1R%

ak—am+2

for at dette skal vare riktig. Bruker na Lemma 3.1.(3.2):

i) kx odde, m odde

o, -a +2 = k+l-m-1+2
k m

ii) k odde, m like

o, —a_+2 = kK+l-m-2+2
k m

33i) k like, m odde

o, —a +2 = k+2-m-1+2
m

k

dw) k like, m like

o -0 +2 = k+2-m-2+2
k m
Berved fglger at antakelsen
er riktig.

En kan analogt vise

gjelder tilsvarende for den

uk+2_um) (3.49)
OLk-umﬂ) | | | £3.50)

(3.51)
= k-m+2 = k-m+1 (3.52)
= k-m+l = k-m+l (3.53)
= k-m+3 = k-m+l . (3.54)
= k-m+2 = k-m+l  (3.55)

om at (3.37) ogsd er tilstrekkeligq,

- Q.E.D.
at Lemma 3.1 og 3.2 og Teorem 3.1
trigonometrisk tilpassete Cowellmetode.

e e




Sats 3.1. For Uj(Q,P,U) gitt © (2.81) gjelder:

1l

GO(Q,r,I) GO(QfP,O)

i

>
Uj(Q,P,l) Gj(Q,P,O) - dj_I(Q,r,OJ K g=1

Bevis: Fra (2.65) har en at:
K(er;l;p) == (1”p)K(Q;r;0;p)
Innsetting av definisjonen av den genererende funksjon K(2.52):

J 0.(0,r,1)07 = (1-p) § 0.(0,x,0)07
j=0 j=0 J
ay gj(Q,r,O)pj— ¥ It

g (0, ,0)p
3=0 2

3=0

60 (R7,0)+ | (04(0,x,0)=05_; (Q,7,0))p°

Jj=1

Siden (3.58¢c) gjelder for alle p ma (3.56) vare oppfylt.
Q.E.D.
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(3.56a)

(3.56b;}

(3.571

-(3.58a)

(3.58b)

(3.58¢)
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4. ABSOLUTT STABILITET AV ST@RMERS OG COWELLS METODER.

Vi ¢gnsker i dette kapittelet & undersgke stabilitets-
egenskapene til Stgrmers og Cowells metoder som er p& formen

k ;
- = K2 J
Woa =20 Fu . =h ¥ dj(v)V b (4.1)

j=0

hvor qj(v) er gitt ved (2.157). (v=0:St¢rmer, v=l:deell)

En vil her bruke skalare betegnelser for enkelthets skyld.
Teorien er stort sett hentet fra arbeider utf¢grt av Syvert P.
Ngrsett.

Fgrst defineres noen sentrale begreper:

Definisjon 4.1. En lineer k-skrittsmetode for numerisk lgsning

av y" = flz,y) med initialverdier defineres ved to polynomer av !

grad k (eller lavere for ett av polynomene) u(s) og v(s):

k ; k ;
u(s) = ) a.s9 , v(s) = § B.sY
Jg=0 J Jg=0 J
Metoden er da: ‘
_ 12
W(E)u, = R"V(E)$, (4.2)

der E er forskyvningsoperatoren. )
(Det er her underforstdtt at metoden krever en startmetode.)

Definisjon 4.2. Metoden (4.2) kalles absolutt stabil for zgés,

S gpen, ScC hvis og bare hvis alle rgttene r <

wir) + z2v(r) = 0 (4.3)
2
oppfylier |r|<1 ,¥z7eS,
kRvor z = Ah, A testparameter.
Ellers kalles metoden absolutt ustabil.

Definisjon 4.3. Metoden (4.2) kalles banestabil for zgeBcC

Evis og bare hvis alle rottene r © (4.3) er forskjellige og slik at
2
k2| = 1 , Va“eB.



Definisjon 4.4.

. Evis alle rgttene » ¢ (4.3) oppfyller lig |»| = o.

2" |

36

Metoden (4.2) sies & vere L-stabil hvis og bare

Definisjon 4.5. Metoden (4.2) sies & vere av orden p hvis og bare

kvis for y e C (la,bl):

hp+2y (p+2) (

w(E)y - KOV(E)f, = C z ) + 0(h

p+2

p+3

(4.4)

(Denne definisjonen m& ikke blandes sammen med definisjonen av

algebraisk orden i kapittel 2.)

¥i vil i det fglgende bevise noen setninger.

, *
Lemma 4.1. For koeffisientene © St¢rmers(cm) og Cowells(cm) metoder

gielder:
' 0 < 23
< g o m=
m+1 m °
* £ >
lv] m=5
m m+1 °
* >
! a. < 0 , m=4

';pevis: Fra (2.51) har en (r=1,v=0,0+0):

J(l ~s) L (TR + () as

0
1.

= - 11mj‘ “B) ¢ o) (a1
0

m.
1
s = Jiiﬁglg{(l+s)(2+s)"'(m—l+s)—(l—s)(éws)-
-
Berav fas:
1
m” Tmtl " i%%i%%%{(m+l)(l+s)(2+s)- - (m-1+s)

- (1l+s) (2+4s) « -+ (m=1+s) (m+s)

P!

+(Ll-s) (2=8) **+ (m-1-s) (m-5)

~(m+l) (1-8) (2-8)» -~

+ (~s-m+1l)+s(s-1)---

(m-1-g) Jds

(4.5)

(4.6}

(4.7)

(4.8a)

(s-m+1) }ds
(4.8b)

«« (m-1-8) }ds

(4.8c)

(4.9a)




P(s) = (2+s8) (3+s) -+ (m-1+s) , mZ3

S
v(s) - P(-s) = {w'(X)dx o 8gl0,1]
s

Fra regelen om derivasjon av produkt fglger:

5 $r(x) = L&) L4 (%)

V(x)

in
1
e~ i
F
+
>

per for x ¢ -[-1,1]):

$(x) 2 (m-2)!
V(x) ;%_
> er:
¥ (x) 2 (m;2)1 .
; betyr at
u(s) - y(-s) 2 ELE&ZlL s

€ 1 (4.10) f&s da:

dl
= J%%i%%%{(m+l-m—sl(l+s)(s+s)...(m“l+sj
0
+(m-s-m-1) (1-s) (2=8) + + » (m~1-5) }ds
1
L [{l=s)s . . _2
: J(m*-l)l(l sT){v(s)-¥ (-s) }ds
0 o
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(4.9b)

(4.10)

(4s.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

{417 )

(4.18)

(4.19)




1
(1-s)s 1

1
(1-s2) : ol

“m T Omel T J(m¥1)1
0

Videre har en fra (4.8c),(4.16) og (4.19):

(1;?15{(1+s)w(s) ~ (1+s)¥ (-s) }ds

(o]
=}
l
—_—

(l-s)s
m!

v (s)-v(-s)+s (¥ (s)+V¥ (~s) }ds

v

(l—s)s{E(m—Z)!
B

il s+s(m-2) ! }ds

O+ O O

= Om(m=1)

2 2, 0., 4 m;3

v

m T 9m(m-1)

f£.5) er bevist.

En bhar tilsvarende fra (2.51) med r=1,v=1,050:

0
= 2+
o = (D)7 (=s) ((T)+(“ %y 1ds

1

- (-1)”}(1—5){(1;9)+(1;5)}ds
0
1

= (—l)mj(lg?){(l—s)(~s)(-s-1)-°'(—s—m+2)
) _

‘ +(l+s)s(s~l)---(sém+2)}ds

1
- Jiiéil{(s-l)s(1+s)(2+s)--.(m—2+s)
0

+(=-s-1) (-s) (1-s) (2=s) + - (m-2-5) }ds

3 30 (m4+1)m (m-1)
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(4.21)

{4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27a)

(4.27b)
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1
F ii_él, i e (m-
0 M
- (m+1l) (s-1)s(1l+s) -+ (m=2+s)
(4.28)
+(-1-8) (-s) (1-s8) (2=8) - (m-1-5s)
~(m+1) (-1l-s) (-s) (1-s) * =+ (m-2-s) }ds
1 i
= J%%E%%T{[(s~l)s(l+s)(2+s)(m—l—é)
0 - *
- (m+l) (s=1)s(1+s) (2+s)]v (s)
(4.29)
+[ (-1-s) (-s) (1-s) (2~-s) (m-1-s)
—(mtl) (~1-8) (-s) (1-8) (2-5) ¥~ (-s)1}ds
s (s) = (3+s) (4+s)--- (m-2+s8) , mZ5 : (4.30)
1 *
* (1-s) " a N
Om =0 = J(mﬂ).{[(s 1)s (1+s) (2+s) (m-1+s-m~1) ]y (s)
0 ‘ (4.31a)
. *
+[(—l—s)(—s)(l—s)(2-s)(m—1—s—m—lﬂ¢ (-s) }ds
1 ;
(1-s)
JW{( 2+s) (- l+s)s(l+s)(2+s)1b (s)
0 (4.31b)
+(-2—s)(—l—s)(—s)(l—s)(2—5)¢ {~-s) }ds
1
_ f(1-8) (-2+s) (~1+s)s(1+3) (2+s) * i
= J(m+1)! (d—’ (S) 1!} ( S))dS
0 (&.23Le)-
£t har en:
# %
i*(s} -V (-s) = Jw '(x)dx (4.32)
-8
*
?*'(x) = ¢*(x)-V (x) (4.33)
m-2
¥ ) = > (4.34)

kE§k+x}
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For x ¢ [-1,1] har en:
* %
$ (x) = (m-1)! (4,35}
vix) 23 (4.36)
ﬁ*'(x) z lﬁéill , x e [-1,1] ' (4.37)
wil si:
* * >
¥ (s) - ¢ (-s) = (m-1)!s (4.38)

satt i (4.31c):

1
0;&1 - o; = I%%%%%%(l—s)(~2+s)(~1+s)sz(l+s)(2+s)ds (4.39)
0
- 47 2g
- 30(@rl)m |
E * * s ;_47_,

: >
Bioy=o, ypisrn T 0. ¢ WES |

gmed er (4.6) bevist.
P2 Sats 3.1 har en at:

s _#®_ M o

Um m m—1

7) er bevist. 0.E.Dy |
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4£.1. Noen satser angdende absolutt stabilitet av Stgrmers 0Og

Cowells metoder.

Anta at metoden (4.1) har orden p=2m+l, meN, mz1. .
. Frz definisjon 4.5 fglger da med y(t)=e'u\t 5

Seyiorutvikling:
s (elZ)agent (01740 (£2)+22v (%) 22y (1P £40(2%£7) = 0 (4.44)

Se=+er inn (4.40b) i (4.44) og ordnér:

(' (e12)+22v1 (e1%)) £40(£2) (142?) = - (-1 ,2PP
(4.45)
s (_1)m+lcp+2zp+2+o (Zp+4)
rawv ser en at:
£ = O(zp+2)'eller lavere (4.46)

; 2 3 +2 | . 4
(e Ve ™y (6] = cp+2hp (1x)P+2+cp+3(h11)P+3TO(hP+ )
(4.40a)
sy Fou A o5 JPREUEN |1 | p+2 p+4
(-1) CP+3Z +i (=-1) Cp+22 +0(z )
. (4.40b)
EBwor z=hl.
Ba r(z) vere rgttene til (4.3):
a(x(z))+z%v (r(z)) = 0 (4.40¢)
4isvarende dobbeltrgtter 1 for z=0.
il & & 4 S5 . (4.41)
£{z) = fo(z)+ifl(z) , £(z) = 0(z) (£(0)=0) (4.42)
satt i (4.40¢):
u(elZagy4z2v (e¥P4E) = 0 (4.43)
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B2 er: _ | )
w(e™®) = w(y+n' (1) (M1 Zum (1) (e7%-1) o (2?) (4.47)
" Fra (4.1) fis at: &
) |
| | |
u(s) = (s?-2s41)p,_,__(s) (4.48) |
I
Berav: E
| p(l) = u'(1) =0 ‘ | (4.49) |
1

Dette gjelder generelt for konsistente metoder for l¢gsning av
2. ordens problemer., Innsatt i (4.47):

2

we’?) = - L ) + 0(z) (4.50)
keledes har en at:
. TR | " 1, iz - 2 s 3
p'{e”®) = ' (L)+ (e "-1)u" (1) + 5(6 —=1) " (1}20dz" ) {4.51a)
' zz 3
= u"(1)zi - Z—(u"(1)+u"" (1))+0(2") (4.51b)
= aozi+alz2+o(z3) | (4.51c)
: ag = w"(l) , ay = - (" (L)+u" (1)) ‘ (4.52)

w» bhar vi analogt:

2

' e ) = 9 (1)4u" (1) (ig~ §—~+0(z3))

(4.53a)

# %'-v“(l) (—22+O(z3)) + 0(23)
s i T = %zzv'(l)- %zzv“(l)}+i{u’(l)z}+0(23) (4.53b)

. 2

vt (el?) = v (1)+v" (1) (iz- %-\+0(z3))+ %v"'(l)(-22+0(23])+0(23)
L (4.54a)
= {v'(1)- %(v"(l)+v"'(l))22}+v“(1)zi+0(23) (4.54b)
=B i 4 1% (1iah 22 10 iz") | (4.54¢)

0 1
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Sex b = v"(1) , b, = - %(v“(l)+v“'(l)) | (4.55)

Famsatt i (4.45):
(aozi+alz2+z2v'(1))(f0+ifl) + 0(Fz2)+0 (£2) (1+22)

(4.56)

m+1 p+3

= (~-1) Cp+BZ

. 710 pt+2 pt+4d
+ i(-1) Cp+2z +0 (z )

(al+v‘(l))fozz—a0flz " aofoz+(ai+v'(l))flzz L40EEY)

+0 (£2) (1422)

(4.57)
AP . ) | j3 0 PR, . p+2 pt+4
= (-1) Cp+3z +i(-1) Cp_|_2z +0(z )
N f£_4£6) og (4.57):
. _ -y m+1 pt2 pFa
(al+v (j.)}zf0 aofl (-1) CP+3Z +0( ) (4.58a)
£ 1 — (_1\In p+l p+‘3
a0x0+(al+v (l)}flz (1) CP+2Z +0(z ) (4.58b)
. pt2 5
- f] = 0(z= 7). (4.59)
Eglger £ra (4.58b):
(-1)"c
Eaa) = —— 2 oPT L 0P (4.60)
W) imms=if 3 (4.58a):
’ c
= s e l,u A 3—_ " 't ] _ m__P_T_I'_ P+2
5-1(2} = { 5‘!— (1) 2]-! (1)+v (l))uﬂ(l)( 1 (1) Z (4 i

P e ot

ssystemet (4.58) har ndyakiig em l4sring. Siden antakelsen
Srden av £ brukt i (4.58b) stemmer med (4.58a) m3 antakelsen
riktig.
oxdnet -




£1(z) = (1Mt ()C, v (1= Fl" (W4 (1))1C,, )

(4.62)
1 Pt

Sl e
S an?

Wed henholdvis 2 og 3 gangérs derivasjon av (4.40b) med hensyn pa

+ O(zP+3

)

® og innsatt z=0 fas:
pm (1) = 2v(1) ' (4.63)
"' (1) = 6v'(1l)-6v (1) . (4.64)

§2_63) innsatt i (4.64) gir:

ST = Zum 1)+ Fun(1) (4.65)
" BlEsE -
g RN .. T I pt+2 p+3
Il(Z) = {2k} in (l)Cp+3 3H '(l)CP+2}Z 4+0{z ) (4.66)
BBsolntiverdien til rgttene fglger da fra det foregaende.
PFra (£.41): ‘
r = eiz + £(z)
32
et wil si at:
'.
I£]2 = 1+|£|%4+2-Re (Y ¥E(2T) (4.67)
} gir éa:
2 = _;_.:2- 2 = . .
=] = 1..Lo-rfl+2(r_ocosz+f151nz) (4.68)
2
= = z . 4 3 2 2
= l+2-_0(1— =k o(z)) + Zfl(z+0(z )) + fO + fl (4.69)
Brak av (4.60) og (4.66):
Eafe . :
=1* =1+ 2 u_{r;—;—z_ L 1 0z {4.702)

uﬁ =1 5 A(p,p)z‘*ﬁl - 0(zp+2) (& _.70b)

:
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hVOI m, m
(=1)"C {(~1L)"€C
- pt2 . 2m+3
A(P;U) = 2 (L) = 2 (1) (4..71)

Som konklusijon kan en uttale:

Sats 4.1. Metoden (4.2) med orden p=2m+1, m=1, er absolutt stabil

for z2=0, 2>0("om origo") hvis

Alp,ul) < 0 " (4.72)
og absolutt ustabil hvis

Al(p,u) > 0 (4.73)
hvor A er gitt av (4.71)

Sats 4.2. Stgrmers og Cowells metoder er absclutt stabile om origo

hvis ordenen p = 2m+l, mZ1, mel og

m
(=34 C2m+3 < 0 (4.74)

Lemma 4.2. Stgrmers metode er absolutt stabil om origo for

p = 4x=1, x=1,2,3,... og absolutt ustabil om origo for

B &= de+1, K:i’_,Z,-‘J’_,...

Bevis: Fra Lemma 4.1 og |1,table 6.6 | har en for Stgrmers metoder:

>0, m;l

C2m+3 U2m+3

Stgrmers metode er gitt ved:

LI
-— + = g
u 2u u =h .E c]v $

(4.75)
n+2 n+l 320

n+l

Da er ordenen til (4.75) gitt ved p=k+l, k=2m. Altsa absolutt
ustabilitet av (4.75) hvis k=4¢ (m=2¢) , k=1 og absolutt stabilitet
hvis k=4k-2 (m=2¢-1) , x=Ll. 0.E.D.

Lemma 4.3. Cowells metode er absolutt stabil om origo for
k=4k, k21;2,3,... 0g ghsolutt ustabil for k=4%¥+2, «=1,2,3;...
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Bevis: For Cowells metode

E &
- 21 + u_ = h? ¥ ujVJ¢

u (4.76)
n+2 nt+l n =0

n+2

*
er ordenen p=k+l, Cp+2=ck+l'

Fra |1,table 6.6| og Lemma 4.1:

*
v

3

Med p=2m+l er k=2m. Siden metoden er banestabil for k=2 (Se avenitt 4.2)
og c§=0 antar vi at m=2. Fra Sats 4.2 har en da at:
Cowells metode er absolutt stabil om origo for k=4« (m=2k), k=1
og absolutt ustabil om origo for k=4x+2 (m=2«+l) , k1. 0.E.D.
Anta s& at p=2m, mZ2. GAr en fram som tidligere f&r en

tilsvarende (4.56):

{(al+v'(l))fozz—aoflz}+{a0foz+(al+v'(l))flzz}i

+0(£23)+0 (£2) (1+2°) (4.77)
- (—l)me+2zp+2+i(-l)me+3zp+3+O(zp+4)
som gir
' i _ _ (_qyIm ptl pt2
Z(§l+v (l))fo aofl = (-1) Cp+22 +0(z )
‘ C ; (4 . 78)
+2 +3
a fyt(agtv' (1) 2 = (—1)I‘f‘cp+3zP +0 (28" %)
Altsa:
+1 '
_ (—l)m prl .. p+2
fl(z) = EWTTT—— Cp+2z +'0(z ) (4.79a)
= 2P 4+ 0P (4.79b)
der
+1
% = n" c (4.80)
= TTRT(L)] Cet2 :
o 100 ~5{a,+v' (1))
fO(z) = 15_"—](;%7 Cp+3zp+2 & - U%(l) Zp+2+0(zp+3) (4-818)



= BzPT2 | O(zp+31

der

. (=" 1
B = ~—0~fe— (p"(1)C =l - LR Rl )
{u“(l))2 p+3 3 p+2
N& er
2 P2, pt3 22 4
x| = 1+2 Bz “+0(zP"7)) (1- 5= +0(z"))
+2(3zP 40 (2PT2)) (z+0(23)) + fé + fi
= 1 + Czp+2 + O(zp+3)
der
DT e 1)+ L (1)
¢ = 2{a+B} = i =L L)+ =™ (1) )6
(u"(l))z 13 3 pt+2
Korollar 4.1. Med u(r) = rs—2r8-1+r3~2 er

u"(1) =2 , u"'(1) = 6(s~2)
Bevis: p(r) = r> 2(r-1)2
W (0)=(5-2) (s-3) 2% (2-1) %42 (s-2) 15732 (2-1) 457212
" (1) = 2
u"'(r)=(s~2)(s—g)(s—4)r5‘5(r—1)2+3(s—2)(s—3)r5“42(r—1)
2

+3(s—2)r5_3-2+rsn -0

" '{l) = 6i{g-2)

Dette gir da at:

LT (L) + %u"'(l) = 2+2s-4 = 2(s-1)

For St¢rmers metode (4.75) har wvi:

I

(4.81b)

(4.82)

(4.83a)

" (4.83b)

(4.84)

(4.85)
(4.86)
(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)
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BBy Cuup = S 7 Gpa ™ gy ¢ K S PR S 200l
s = k+1 = 2m
Av (4.91) (n22) fglger da:
n l nia
p" (1) + ol (1) = 2(2m-1) , (4.92)
og av (4.84):
. e —2 (2m-
C = 7 {2v2m+l 2(2m l)va}
_ (1" — (2m-
= 5 {u2m+l (2m l)vzm} (4.93)
* Lemma 4.4. Stermers metode er absolutt stabil om origo dersom
k = 4x-1 , k21 og absolutt ustabil om origo dersom k = 4k+l, €21,
Bevis: m=2:
= 1,3 _ 519, _ 13 9
¢ =335~ 3376° =~ Teo < ° w0
altsi absolutt stabilitet om origo ifglge (4.83b).
N& sier Lemma 4.1 at:
< s 24 (4.95)
GJ Uj_l F 3 -
>
La s&d m = 2¢ , k=l:
o el gty 1 ’ 2 |
= 2(G4K+l (4k 1)04K} <.264K(2 k) < 0 , k=1 (4.96)
Altsd har en absolutt stabilitet om origo for m=2x , k=1.
Setter s m= 2¢+l i K;l:
B = = ey T g s I (4+1-1) = 2¢q > 0
294,43 4+2 2% 42 VR SN et2
(4.97)

>

s
Q-E.D-

Altsd absolutt ustabilitet om origo for m = 2k+l , «



Lemnma 4.2 og 4.4 kan da oppsummeres slik:
Sats 4.3. Stgrmers metode (4.75) er

1) absolutt stabil om origo wndr k = dx~2,4x-1,kel, k=1

11) absolutt ustabil om origo ndr k = dx,dx+1,kel, k21

* *

= i =4 — =
For Cowells metode (4.76) har vi p=k+l, Cp+2 Gk+l'cp+3 Oy tn

Med k=2m-1:

-k *

Cpt2 T 2m 7 Cpor3 T Yome

Av (4.91):

(1) + Tu"' (1) = 4(m-1) C (4.98)

Fra (4.84) fglger da:

(ﬂl)m * *

C = —— (202m+l—4(m—l)02m

1 )

(=23™

2

* *
47-2m-1)e, ) (4.99)

(G2m

Lemma 4.5. Cowells metode (4.76) er absolutt stabil om origo

for k = 4x+1, xZ1 og absolutt ustabil om origo for k = 4x-1, 21,

Bevis: If¢glge Lemma 4.1 er

* *

" ‘2
Gj < 0, j=4 og Uj < Gj+l P

v

5

Lam= 2« , =2 (da u"'(1)=0 for k=1).
(4.99)gir da:
3=-2m *

> %om 0 (4.100)

¥ s LY (1-omi2) =
- 2% (1-2mt2) =

Med m=2K+l,K;l:

2m-3 *

_l *_* -]___* o e BT
e = f(z(m_l)UZm 62m+l) < 2°2m+l(2m 2-1)= 5 02m+l<0 (4.101)

Q.E.D,



Lemma 4.3 og 4.5 gir totalt:
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Sats 4.4. Cowells metode (4.76) enr
1) absolutt stabil om origo ndr k = 4e+1,4x , k21
i1) absolutt ustabil om origo ndr k = 4x+2,4x+3 , k21,

La oss s& finne for hvilke reelle

ele , 6 €

pa enhetssirkelen. (r

Altsa:

2-v(eie)

ale™y & 5 0

Da gjelder for v(ele) + 0 og for

g u(e?)
ie)

2
Z

= f£(6) =

v (e

2250 réttene r til (4.3) ligger
[0,21) ).

(4.102)

L.a oss fgrst behandle Stgrmers metode (4.75).

For denne er:

=1:.2
£(e) = — rél—r )
-1,k
Y o.(l-r ) r=
j=0 J
Setter:
' 1-e719 = aet? , 0sas2 ,
Herav:
e 1% o 1-aeMY

0 e [0,27):
(4.103)
(4.104)
ig
e % S % , a reell (4.105)
(4.106)

Multipliserer begge sider av likningen med respektives kompleks-

konjugerte:
e_ie-ei8 = (.‘L--ae.i:p)(l—a.e"l
= l—2acosw+a2
Vi ser da at:
a(y) = 2cosy

.w]

LY

(4.107a)

(4.107b)

(4.108)



Teller i £(6):

r(1-r 12 = (z-1) a-r'
Innsatt ¥ = eie:
(eie—l)(l-e‘ie) = (l—ae_:‘L
= —a2
= —4c052¢
Herav:
2
fk(9(¢)) k4cos 1
i i(39)
I auale”
j=0 7
hvor X _
Ik(¢} = .E ojajsin(jw) =
=1
k : .
R, (¥) = z 0,2 cos (J¥) =
3=0

Innfgrer nd Tchebychevpolynomer av forste og andre slag:

U.(x) = sin(jy)
J siny
Tj(x) = cos(Jv¥)
der = arccosx.

Siden vi bare behgver & betrakte ¢ e [0,%] g % & [0l

iy

-1)ae

= 4cosz¢
Rk(¢)+i1k(¢)

k . .
Y .27 (cosy)Isin(5¥)
5=1 7

k

)

o.2j(cos$)jcos(j¢)
j=0 J
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(4.109a)
(4.109Db)

(4.109c¢)

(4.110)

{4.111)

(4.112)

(4. 1E2]

(4.114)

(1.115)



Fplgende funksjoner defineres:

A
Ik(XI

i

A
Rk(X)

Ik(arccosx)

= Jl-x2 fg(x)

Rk(arccosx)

Fra (4.112) og (4.113) fglger da:

o~

Ik(x)

1l

A
Rk(X) =

Utregnet:

~

12(XI =

~

I.(x) =

3(

I4(x) =

"~

IS(X) =

A
32(X) =
A
R3(X) =
A
R4(X) =

A
RS(X)

il

For f(6) har vi

A
fk(XJ

1

k .. :
E 230.X3U.(x)
5=1 J J

| =~ R

ZJU.XJT.(X)
J J

3=0

4 5 2
ng (38x7-9)

8.7 2
igx (72x°-35)

Lo l-x2+ gx4

w

L %xz— £x4+ 8,5

(S8 ]
w

1.2 1 4 112 6. 152 8B

Sk oty e

12 1.4, 686 5688
1- §x - ng + ng le
tilsvarende:

fk(arccosx)

4x2

A A
Rk(x)+i1k(x)

52

(4.116)

f4.3117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)
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@nsker nd & finne de X%, ¢ [0,1] som gir
A
Ik(xo) = Q ’ (4.124)

De reelle og positive 22~verdiene som er slik at rgttene til
(4.3) for Stgrmers metode ligger p& enhetssirkelen er da gitt ved:
A - 4xl
f (x.) = ——— (4.125)

A
Ry (x4)
Utregnet:

A A
k=2 3 gir baxre X0=1 med f2(1)=3 og f3(1)=2.

g st o -
k=4 gir xo—l 09 %X4= 33 med
A A
_ 60 9, _ 2469240
£,(1) = 35 o9 £,(35) = 3215457 -

Numeriske resultater for k ¢ [2,9] foreligger i tabell 4.1.

Fra sats 4.3 vet vi nd at Stgrmers metode med =, 36,7
er absolutt stabil om origo og fra tabell 4.1 at stabilitets~-

intervallene i de fire tilfellene er henholdsvis
(0,3) (0,2}, (0,0.39204) og (0,0.,21084}.

Tilsvarende vet vi at Stgrmers metode for k=4,5,8,9 er

absolutt ustabil om origo i intervallene
{6,1.1148) ; (0,.0.70588], (0,0.11195) og (0,0.058774}).

For 4 finne alle absolutte stabilitetsinfervallene kan en beregne
rgttene til (4.3) for ulike 22 innenfor de forskjellige intervallene
som tabell 4.1 gir. Resultatet av en slik underspgkelse foreligger

i tabell 4.2.



Tabell 4.1. Nullpunkter x

foxr Ik(x) og tilhgrende verdi av

0
2% = £, (x) , k = 2(1)9.

k 3 4 5 6 7 8 9
X, 1 1 1 1 1 1 1—__
_fh(EOl, 2 1,224510.70588| 0.39090{ 0,21094| 0.11195|0.058774
0.2368410.48611(0.092706| 0.24512| 0.38362| 0.49548
c1.1146| 7.1795| 0.38204 10054 1,11372) 0.724383
0.64449| 0.74337 0.048632 0.14450
-2.0892|-0.62812| 0.19777| 0.61075
0.80741}f 0.85069
-0.25951 (-0.11771

‘Tabell 4.2. Absolutte stabilitetsintervaller for Stgrmers metode

nar k = 2(1)9.

*) Noen av intervallene som framgar

av tabell 4.1 er ganske smd. Det tas derfor forbehold

i disse tilfelle mot at numeriske feil har gitt feil

konklusjon angdende stabilitet eller ikke i intervaller

som ikke grenser til origo.

k Abs. stab.intervall
2 (0,3)

3 (0,2)

4 (1.1146,1.2245)
5 Ustabil

6 c(0,0.382041 3
# (0,0.21094)

8 Ustabil b
9 Ustabil 3




La oss sa betrakte Cowells metode.
I dette tilfelle er:

_ (1-xr"H?
i {8y ==
k K x _ —1.5]__ i
E g.(l-xr 7)- lr=e
j=0 7
_ r—l-écosz¢
B % e :
¥ @ {1=¥ Ly lp=e®
3=0
Fra (4.106):
i6 . '
r = e = l-acosyt+asinyg-1

1—20052¢+2cos¢sin$-i

Herav:
2
£ (ay = 4dcos Y
k 2 % *
(L-2cos ¢+Zcosmsinw-i)(Rk(¢)+i1k(¢))
s 4c052¢
Uk(¢}+ivk(¢)
hvor
. - s TP -
_-Uk(m) = (l-Z2cos ¢)Rk(¢l—2cos$31nwlk(¢)
v. (p) = (1“2C052¢II*(¢)+ZCOS¢Sin¢R*(w)
BV R BT k

. *
og R:(¢) og Ik(m) er definert analogt til Rk(¢) og Ik(w)
i (4.113} og (& s 2 IO

Tnnfgrer Tchebyshevpolynomer igjen:

A
Uk(x) Uk(arccosx)

= (l—2x2)§;(x)—ZX(l—xz)Ei(x)

|
11
W
]
(i
9]
Q
Ei:l'
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(4.126a)

(4.126b)

(4:127)

(4.128)

-

(4.129a)

(4.129b)

(4.130)

(4.L31)

(4.132)
(4:333)

(4.134)

s e S S
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Utregnet:
Vz(xl = V3(x),= 0
L il
~ _ 8 7
Ve (x) = 3gx
~ 7
= 3x_ 2.
V6(X) = 945(442x 95) |
A & 2 (4.137)
A 3 4
Lo B L E . AP
U4(X) = | 3 5 + 15}{
A 3 4
Lh B w460, B8
Ug(x) = 1= 3 T~ a2 ¥ oF
G ) e T EE _ Ei _316 1264y8 , 1768 10
6 3 15 ~ 945 945 945°
ﬁefinerer na xd slik at:
A
Da erxr
A 4x§ )
£, (%) = 3 . (4.139)
Uy (x4)

Lgsningen av (4.138) (en eller flere xo) og denne (disse) innsatt
i (4.139) foreligger i tabell 4.3; k=2(1)6. I tabell 4.4 er angitt

de absolutte stabilitetsintervallene ner k=4,5,6.
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A

Tabell 4.3. Nullpunkter X for Vk(x) og tilsvarende verdier av
2

A
z- = fk(XO) , k=2(1)6.

k 2 3 4 5 £
- 1 1 1 1 1
A

60 60 945
£ (Xg) 6 - il 18 260
95
vy

0.92295

Tabell 4.4. Absolutte stabilitetsintervaller for Cowells metode
nar k=4(1)6. For k=2,3 er metoden banestabil.

k Abs.stab.intervall
4 - {0,5.45455)
5 (0,4.61538)

6 (0.92295,3.6346)




4.2. Numerisk undersgkelse av absolutte stabilitetsomrader for

Stgrmers og Cowells metoder.

Den teori som er presentert i avsnitt 4.1 ble utledet

som fplge av endel overraskende resultater ved undersgkelse av

58

stabilitetskurver for Stgrmers og Cowells metoder. Sarlig oppdagelsen

av at Stgrmers metode med k=5 er absolutt ustabil for alle
skrittlengder h, bidrog til dette. Ogsd& resultatet at ikke alle
metodene var absolutt stabile for smid nok h, var uventet nar en
kjenner teorien for flerskrittsmetoder for lgsning av 1. ordens
likninger. Vi vil i det fplgende oppsummere de numeriske under-
sgkelser som ble gjort.

Med en stabilitetskurve til en numerisk metode av typen:

w(@®u = i@ e,  (4.140)

vil vi mene avbildningen av enhetssirkelen i r-planet inn i

zz—planet hvor

-

52y s L BEEL (4.141)

v(r)

(4.141) fi&s ved anvendelse av testproblemet

g® w50y (4.142)

p& (4.140) nar 22 = h2A2. (4.,142) har for zeelle X periodisk

lgsning. Na&r den eksakte lgsning er begrenset, kan vi ikke tillate

at metoden til humerisk lgsning av problemet er ustabil.
: <

H

Den numeriske lgsning av (4.142) er begrenset hvis tr] s
2

Ved lgsningen er det derfor ngdvendig & velge h slik at z” ligger

1 et stabilt intervall begrenset av en slik stabilitetskurve.

Fra (4.40) og (4.41) har en:

Stgrmers metode:

k
- = p2 ]
Yn+2 211n+l+un 4 jzodjv ¢n+1

-

(4.143)

a)



Cowells metode:

k .
H .- A = B2 ] givh 4.144)
w2, ~ wl o 520 i "nt2 (4.
Fra (4.141) £as na idet v = 1-E %:
2
2 - _ (1)
zk,Sthrmer > k ~1.4 (4.145)
r ) o.(l-r )3
j=0 J
og 5
) y b (r-1)
?k ,Cowell s K % 1.3 (4:146)
r? § o, (l-r )]
j=0 J
{Jfr. tabell 4.8 o 416 ) e
Setter r = ele og lar 6 anta alle verdier pa et gitter {mml}
. 3=0
2 2 izg
Beregner sa A zk(e ) , J=0(1)n-1.

Disse zz~verdiene er beregnet numerisk og plottet inn i figurene

4.1-9 for k=0(l)e bortsett fra i tilfelle hvor metoden er banestabil.

Stabilitetskurven skjzrer den reelle akse i ett eller
flere punkter slik at den reelle akse deles opp i ett eller flere
intervaller. For hvert av disse intervaller velges en (reell)
zz—verdi, og en finner tilsvarende rgtter r numerisk fra (4.145)
eller (4.146). Hvis absoluttverdien av alle rgttene er mindre
enn 1, er intervallet absolutt stabilt, ellers absolutt ustabilt.
Resultatet av denne undersgkelsen er angitt i de samme figurer.
Det er forgvrig full overensstemmelse mellom disse figurene og
teorien fra avsnitt 4.1.

Som en ekstra kontroll av noen av resultatene ble
y" = —Azy integrert med Stgrmers metode,k= 4 og 5 og med Cowells
metode,k=6. Det ble brukt skritt h=1l og =z ( A ) ble valgt 1lik
ett punkt innenfor de ulike intervaller. Som "startmetode" ble
brukt den kjente analytiske lgsning, og ca. 1000 skritt ble tatt.
Utfallet av denne testen underbygger de tidligere refererte

resultater. Se vedlegg 1.



60

5 ~
Tabell.4.5. zk,St¢rmer(r) , k=0{(1)6.
2
k zk,8t¢rmer(r)
2
0 - (r"l)
X
P
1 .. Sv=l)
r
. _l2r(z-1)?
13r2-2r+l
3 _ 12r2(r-l)2
5D
1l4r~-5r“+4r-1
; 24013 (x-1) 2
- 4 3 )
299y =176r +194r°-96x+19
240r (r-1)2
2 - 5 4 3 7
317r2-266r3+374r3-276r%+109r-18
] _ 60480x> (x~1) >
84199r0-92922r54158973r~155852r°+92193r°~304261+4315




. ' )
Tabel} 4.6. Zk,Cowell(r) , k=0(1)6.
, .
s Zk,Cowell(r)
g (-2
2
r
2
1 _ Sr=l) -
i
2 _ 12(r~l)2
r2+lOr+l
3 _ 12 (x-1)2
r2+10r+l
24072 (r-1)2
4 - 4 3 2
19r 4204y~ +14r " +4r-1
24013 (r-1)2
> - 5 13 3
18r~+4+209r +4r +14r"-6r+l
604801 (r-1)2
6 = 3 5 1 3 7
4315r°+53994r”-2307r +7948r ~4827r“+1578r~221
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Q
[0
Q0
©
Y
[43]
0
,g 4~
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H
—- 1 } t ¥ -4
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I

Figur 4.1, Stabilitetskurve fior

Cowells metode , k=0.



Tm

Re

Figur 4.2.

i
1

— —
i

gtabilitetskurve for Stgrmers metode , k=2.
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Im

Figur 4..3. Stabilitetskurve for Stgrmers metode,k=3.

-1 T



La oss si beirakte Cowells metode.
T dette tilfelle er:

£ (8) = - N
K B e i@
Y o, (1-x" )7 lr=e
3=0 7
- r_l-4coszw
Kox o109 _ 10
E g.(l-r ") ir=e
3=0
Fra (4.106):
ié ’ .
r = e = l-acosytasinv-1
= l—2c052¢+2cos¢sin¢-i
Herav:
2
E. (8} & dcos Y
k 2 b 3 *
(L=-2cos $+2cosmsin$-i)(Rk(¢)+i1k(¢))
=3 4coszw
Uk(w)+ivk(w)
hvor
2 Lk .k
_"Uk(¢) = (l-2cog ¢)Rk(¢)"2COS¢Sln¢Ik(¢)
: /) % ) *
kawl = (1-2cos w)Ik(¢1+2cosw51n¢Rk(¢)

* *
ol Rk(wl og Ik(¢) er definert analogt til Rk(m) og I, (¥)
i (4.113) og (4.
Innfgrer Tchebyshevpolynomer igjen:

A
Uy (x)

]

A
Vk(X)

i

312} »

Uk(arccosx)

Vk(arccosx)

=

(31}

(1—2x2)§;(x)-2x(1—x2)5;(x)

41

-X Vk(x)

(4.126a)

(4.i26b)

(4.127)

(4.128)

-

(4.129a)

(4.129Db)

(4.130)

(4.131)

(4,132}
(4.133)

(4.134)

(4.135)



Utregnet:

Vz(xl = V.(x) =0

3
ACRS &
;S(X) = I%x7
Gs(x) = %%;(442X2
A A
UZ(X) = U3(X) = 1-
34(X) = 3 %i B %%
Gs(x) Tl %i - %é B
SG(X) = I %3 % %g -

Definerer na xd slik at:

A
Vk(xo) = 0
Da er
A 4xg
fk( 0) 8
Uy (%)

Lgsningen av (4.138) (en eller flere x
i (4.139) foreligger i tabell 4.3, k=2

55

3lX6
945

1264 8

945~

L)%

o —~ O

56

(4.137)
1768 10
945
(4.138)
(4.139)

) og denne (disse) innsatt

I tabell 4.4 er angitt

de absolutte stabilitetsintervallene nar k=4,5,6.
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A

Tabell 4.3. Nullpunkter X, for Vk(x) 0og tilsvarende verdier av

9 A
z" = fk(xo) ; k=2(1)6.

k 2 3 4 5 6
XO 1 1 1 1 1
A

60 60 945
£ (%g) 6 6 0, 13 560
95
vy

0.92295

Tabell 4.4. Absolutte stabilitetsintervaller for Cowells metode
nir k=4(1)6. For k=2,3 er metoden banestabil.

k Abs.stab.intervall
4 - (0,5.45455)
5 (0,4.61538)

6 {0.92295,;8.6346)
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4.2. Numerisk undersgkelse av absolutte stabilitetsomrader for

Stgrmers og Cowells metoder.

Den teori som er presentert i avsnitt 4.1 ble utledet

som fglge av endel overraskende resultater ved undersgkelse av
stabilitetskurver for Stgrmers og Cowells metoder. Szrlig oppdagelsen
av at Stprmers metode med k=5 er absolutt ustabil for alle )
skrittlengder h, bidrog til dette. Ogs& resultatet at ikke alle
metodene var absolutt stabile for sm& nok h, var uventet ndr en
kjenner teorien for flerskrittsmetoder for lgsning av 1. ordens
likninger. Vi vil i det fglgende oppsummere de numeriske under-

spkelser som ble gjort.
Med en stabilitetskurve til en numerisk metode av typen.

w(B)u_ = hzv(E)¢n  (4.140)

vil vi mene avbildningen av enhetssirkelen i r-planet inn 3

zz—planet hvor

52 fp) = - 3%;; X 4 1ATS

(4.141) f&s ved anvendelse av testproblemet

PO (4.142)

p& (4.140) nar 22 = h2k2. (4.142) har for reelle ) periodisk
lgsning. Nar den eksakte l¢sning er begrenset, kan vi ikke tillate
at metoden £il humerisk lgsning av problemet er ustabil.

Den numeriske lgsning av (4.142) er begrenset hvis | z 1.

Ved lgsningen er det derfor ngdvendig 4 velge h slik at 2 ligger

i et stabilt intervall begrenset av en slik stabilitetskurve.

Fra (4.40) og (4.41) har en:

Stgrmers metode:

-

k .
. =t 2 i
Bogg 20y, S8 jZOGj" *nt1 (4 143)



Cowells metode:

k
_ n2 A
2u +un = h I ajV b

Y427 041 S n+2 (4.144)
=0
Fra (4.141) £&s nd idet v = 1-E ©:
2
2 _ fr=1)
2y ,Stgrmer - (4.145)
r ) o.(l-r 7)7J
. J
og 5
2 it (r-1)
Zy ,Cowell 5w el (4.146)
r? ¥ o, (1~r" )]
3=0
(Jfr. tabell 4.5 og 4.6.) -
Setter r = ele og lar & anta alle verdier pad et gitter {——l}
iZﬂj 3=0
w2 - n el o
Beregner sa T zk(e Y » 3=0(1)n~-1.

Disse zz—verdiene er beregnet numerisk og plottet inn i figurene
4.1-9 for k=0(1l)6 bortsett fra i tilfelle hvor metoden er banestabil.
Stabilitetskurven skjzrer den reelle akse i ett eller
flere punkter slik at den reelle akse deles opp i ett eller flere
intervaller. For hvert av disse intervaller velges en (reell)
zZ—Verdi, og en finner tilsvarende rgtter r numerisk fra (4.145)
eller (4.146). Hvis absoluttverdien av alle r¢ttene er mindre
enn 1, er intervallet absolutt stabilt, ellers absolutt ustabilt.
Resultatet av denne undersgkelsen er angitt i de samme figurer.
Det er forgvrig full overensstemmelse mellom disse figurene ©9g
teorien fra avsnitt 4.1.
Som en ekstra kontroll av noen av resultatene ble

y" = —Azy integrert med Stgrmers metode, k 4 og 5 og med Cowells

metode,k=6. Det ble brukt skritt h=1 og z ( A ) ble valgt lik
ett punkt innenfor de ulike intervaller. Som "startmetode" ble
brukt den kjente analytiske l¢sning, og ca. 1000 skritt ble tatt.
Utfallet av denne testen underbygger de tidligere refererte
resultater. Se vedlegg l.

Forklaring til stabilitetskurvene 1 figurene 4.1-9:
Omridene med absolutt stabilitet er angitt med nabe. sEab. Y. De
steder hvor kurvene skjazrer den reelle akse med liten vinkel=-

koeffisient er markert med "s". Pilene p& kurvene svarer til positiv

dreieretning for enhetssirkelen i r-planet.
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2 - -
Tabell 4.5. 2 gipiney (F) o K=0(1)6.
2
5 Zk,St¢rmer(r)
3
0 - {11
I
s e it D
1 o L]
r
5 _12r(r-1)?
13r2-2r+1
3 _ 12r2(r—1)2
I
14r--5r°+4r-1
4 '240r3(r—l)2
B 4 3 2
299r -176r +194r~"-96r+19%
240r” (x-1)2
5 - 5 4 3 2
317r°-266r+374r>-276x%+109r-18
; ) 60480x° (r-1) 2
84199r°-92922r5+158973r ~155852r°+92193r°-304267+4315




.2-

Tabel} 4.6. Zk,Cowell(r) , k=0(1}6.
) _
& Zk,Cowell(r)
0 - (r-1)°
3
I
2
1 _ 1]
3
: _12(x-1)2
r2+10r+1
5 C12(x-1)2
r2+10r+l
24012 (r-1)2
4 - ; 3 5
19r "+204r +14r " +4r-1
SR [r=1) >
5 - 5 i3 5
18r~+209r +4r +14r"-6r+l
604801 (r-1)2
6 - 3 5 1 3 2
4315r°+53994r°-2307r " +7948r°-4827x“+1578r-221

61
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Figur 4.1. Stabilitetskurve For

Cowells metode , k=0.
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Figur 4.2. Stabilitetskurve for Stgrmers metode , k=2.
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Figur 4.3. Stabilitetskurve for Stgrmers metode,k=3.
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Figur 4.4. Stabilitetskurve for Stgrmers metode,k=4.
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Figur 4.5. Stabilitetskurve

for Cowells metode,k=4.

Im

Re

stab.

abs.

L <

5.455

-

66



Re

Figur 4.6. Stabilitetskurve for Stgrmers metode,k=5.
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Figur 4.7. Stabilitetskurve for Cowells metode k=5.
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Figur 4.8. Stabilitetskurve for Stgrmers metode, k=6.



Figur 4.9. Stabilitetskurve for Cowells metode ,k=6.
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Ved beregningen av 22 for Stg¢rmers metode,k=0,1 og
Cowells metode,k=1,2,3 ble imaginzrdelen tilnzrmet lik null.
Dette tyder pi at metodene i disse tilfelle er banestabile.
Cowells metode,k=0 viste avvikende oppfgrsel. Fra tabell 4.6:
2 __ (x-1)? (4.147)
0,Cowell r2
Herav:
2. 2
(1+z°)r"=2r+1 = 0 (4.148)
Lgsning:
247/4-4 (1+2°) |
- : (4.149a)
2(1+z7)
5] 1i23 (4.149b)
142z
Absoluttverdi:
(2} & —S (4.150)
/l+z2
Herav ser en at:
lim|xr| = 0
|2%|~0
Det vil si at Cowells metode,k=0 er L-stabil. (Definisjon 4.4)
Stgrmers metode,k=0 og k=l og Cowells metode,k=l er i
praksis identiske metoder. For disse har en(tabell £.5,4.6])%
2 (r—-l)2 ‘
2 g e (4.151)
r
Setter r = ele:
i® 2
i = e LBl (4.152a)
i®o
e
ii _iﬂ
o i 2o A (4.152b)
. 208
= 4sin“3 (4.152¢)
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Det betyr altsd at nar 22 e [0,4] vil minst en av r¢gttene r i
(4.151) ligge p& enhetssirkelen. (4.152¢) innsatt i (4.151) og
ordning gir:

r’ + (4sin’3 - 2)r + 1 = 0 | (4.153a)
eller

22 4 2eesew L = | . (4.153b)
L¢sning:

r = —cosf * i-siné (4.154)

Nar ¢ # nrm fi&s altsd to distinkte komplekskonjugerte rgtter
med absoluttverdi 1. Det betyr at disse metodene er banestabile
pa intervallet (0,4). )
Cowells metode,k=2 og k=3 er ogsd identiske. Fra tabell 4.6
félger:

2
5 = l%iiiil— (4.155a)
r°+10r+1
12 {117
= o rz (4.155b)
" (r-1)“+12r
Herav:
1 1 r
TR P S (4.156)
-2 12 7 12
Setter igjen r = eie. Det gir idet en benytter (4.152c):
21 - - I% + __l_ﬁg , (4.157)
z (0) 4sin 5
Ordnet:
7 1zsin2%
2z (8) = (4.158)
, 286
3-sin 5
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¥or z2 e [ 061 vil minst en rot i (4.155a) ligge pad enhetssirkelen.
Hvis en setter (4.158) inn i (4.155a) f&s (4.153b). Samme resonnement
som ovenfor gir da at Cowells metode er banestabil pa intervallet
(0:6)=

Oppsuﬁmerer resultatene i fglgende sats:

Sats 4.5. Stgrmers metode er banestabil ndr
k = 0,1, Intervall: (0,4).

Cowells metode er banestabil nér

k=1, Imtervalls (0,4)

k = 2,3, Intervall: (0,6).

Cowells metode er L-stabil ndr

k=0.
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5. UNDERS@KELSE AV ABSOLUTT STABILITET FOR DE TRIGONOMETRISK
TILPASSETE ST@PRMER- OG COWELLMETODER.
De trigonometrisk tilpassete Stgrmer— 09 Cowellmetoder
er p& formen
3 = 2c0sQ-4___~U # % (@,v)v3 0?3 _+0%d 5.1)
i, sQ-u Uy j=00j o (h™o +0 un) (5.

For disse metoder er det gjort tilsvarende undersgkelser av
absolutt stabilitet som for Stgrmers 09 Cowells metoder i avsnitt
4.2. Ogs& her antas Q = Q(1x1) = g for enkelthets skyld.
Testlikning:

gy = =LY {5.2)

(5.2) innsatt i (5.1) gir(z® = - 52 3

e 2c:os;q-1:_v—:t'“l“V + G.(q)(—zz+q2)(1_r”1)3 (5.3)
3=0 7
Herav:
2 2 r2 - 2cosqg- r+l '
g L) =a = (5.4)
e Lty ol §
r E aj(q,v)(l—r )

J=0

v=0: Trigonometrisk tilpasset Stgrmermetode.

y=1: Trigonometrisk tilpasset Cowellmetode.

Vi vet fra avsnitt 4.2 at Stgrmers metode ,k=0 er banestabil
p& (0,4). La oss na undersgke hvordan banestabiliteten pavirkes

av den trigonometriske tilpasning. Fra (5.4) og (2.86):

2
Z2 (q) = qz I - -2cosqg-r+l (5.5a)
0,0 .
0
2 r2—2cos v+l
" _ q (5.5b)

r-2q_2(l—cosq)
Ordnet:

r2 - 2[cosq+q_2(cosq—l)(zz—qzl]r + 1 =0 {546
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Anta 22 reell. For at metoden skal vare banestabil, md r¢ttene
vere distinkte og ligge pd enhetssirkelen. Siden koeffisientene

i (5.6) er reelle, er rgttene komplekskonjugerte. Altsa:

1. r.*r. =1=a= %1
Velger a = 1.

i -ifQ
ele+e = 2cosb

fl
H
+
=
1l

. 2[cosq+q"2(cosq-l)(Zz—qzl]

Kravet om at rgttene skal vare distinkte impliserer cosé# #£l.
"Det betyr at:

|cose| < 1 (5:.7)
Herav:
[cosq+q-2(cosq—l}(22—q2)I < 1 (5.8)

Fra denne ulikheten £as:

2

0 < z% < T%%SEE' , 9 *# n-27 , n naturlig tall. £5.9)

Definerer w:
5 2

s (5.10)

w(g) =

dw

£ = (5.11)
dqg |g=q,

It
o

En finner at
4q0
sinq0

W(qo) = (5.12)
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. Betegner de ulike q, med g glile ‘at
0 0,n
(n=-1)2w < qO,n < ne2w - (5.13)

w(qo n} er altsad gvre endepunkt for minste banestabile omrade
r

ndr g ligger i intervallet ((n-1)2w,n-2w).

Tabell 5.1. 9y n og w(q0 n) , h = 1(1)10.
r r

& qO,n p(qo,n)
1 0 4

2 8.9869 84.763
3 15.451 242.72
4 21.808 479.60
5 38,132 795.43
6 34.442 , 1190.2

7 10.743 1664.0

8 47.039 2216.7

9 53.332 2848.3
10 59.623 3558.9

w(q)

500 1
4007
300 7

200 7

—y v e e = e

100 ¢

= 1.
[ S DR,

Pigur 5.1. Variasjon i banestabilt omrade for TTS,, .
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I figur 5.1 er angitt hvordan det banestabile omradet for den
trigonometrisk tilpassete Stgrmermetode , k=0 varierer med g.
Med mindre ngyaktighetskrav forhindrer det, sd kan en altséd ta
skritt pd flere perioder uten & tape banestabilitet. Metoden
integrerer eksakt dersom § £ ﬁl(At) & go(t). Hvis nad egenverdiene
til A har stor variasjon i stgrrelsesorden, kan det vare aktuelt
%2 ta flere av de korteste periodene i ett skritt ndr en integrerer
over den lengste perioden hvis en bare er interessert i de langsomste
komponentene i et koplet system.

- En finner tilsvarende resultater for de andre metodene som
er banestabil for g=0.

Cowells metode,k=0 er L-stabil. Fra (5.4) (k=0 og v=1) o9

(2.91) fglger:

2 .
zg g g° = g "2E§Sq . (5.14)
£ r°(2qg “(l-cosqg))

Ordnet:

2 3 By =2 ’ _

r“[2(z°-q“)g “(l-cosq)+ll-2cosq-r+l =0 (5.15)
Herav: : -

_J4c052q+146052q—8(zz—qz)q 2(l-—cosq)L
lrl = . N (5.16)
4(z°-g“)g “(l-cosq)

En har da at:

lim|r| = 0 & q-z(lwcosq) #+ 0 g % n*2nm
2
lZ I—-)-co

Det betyr at den trigonometrisk tilpassete Cowellmetode erx
L-stabil hvis og bare hvis g * n-27 , n heltall.

Definisjon 5.1. En numerisk metode anvendt pd et ordinert

startverdiproblem sies & vere stabil for dette problem hvis og
bare hvis en endelig perturbasjon av startverdiene gir en

begrenset endring av den numeriske lgsning.
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I figurene 5.2-9 er plottet stabilitetskurver for TTS (k=4)

3% , n=1(1)2,

Det framgdr av disse figurene at metodene er absolutt stabile nar

og TTC(k=4) for fire ulike tilpasninger: ¢ = n
z2 er litt stgrre enn qz. Dette betyr at en for problemer av typen
J" =-D%y (5.1%73

hvor D er en reell diagonalmatrise, burde tilpasse metoden med

a2 = (1-¢)D% , €50 , € liten (5.18)

for & sikre stabilitet ndr en integrerer med fast skritt.
Hvordan stabiliteten ved lgsning av et generelt problem og med
varierende skritt avhenger av tilpasningen, er det naturligvis
vanskelig & si noe sikkert om. En bgr imidlertid i alle fall vare
oppmerksom pa at den "best muligé" tilpasning ikke ngdvendigvis
gir den mest effektive algoritme. :

Vi merker oss dessuten at TTCé,q= %-Zn er L-stabil.
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Figur 5.2. Stabilitetskurve for TTS,,q= 3% (q?=1.579...).
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Figur 5.3. Stabilitetskurve for TTS,g=2-2L% (g°=6.3165...).
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Figur 5.5. Stabilitetskurve for TTS,,q=4-2L (¢°=25.266...).
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La oss ni se p3d absolutt stabilitet av den kombinerte
St¢rmer—Cowellmetode,k=4 (prediktor—korrektormetode) med og uten
trigonometrisk tilpasning.
Prediktor:
it = 2cosqg-u_-u + % B ( )(b2¢ +qu ) {5.18)
n+l "%y T n-1 320 3 IR n—j_q i~ e
Korrektor:
ey 4 + 4 » 2 2
Uy gy, = HCOSITH 0y .Elej(q)(h b1 =5"d ey’
1 (5.19)
f po(@) %5 +q”T )
04 n+1l” 2 Ynt1
~ o ~ il o 2 2 i 2 2 2 -
hvor ¢n+l = f(un+l). Med £ = =AYy , 2 = h™x fas:
4
a = 2cosq-u_-u + (qz—zz) E B. (qQiu (5.20)
n+l n Bl 56 3 -7 )
o S B e o b -2 % 6 (q)u S CIL I
n+1 Ay 0, T N L By (D 004125700 Pl
, ' J : (5.21)
(5.21) innsatt (5.20)} gir ordnet:
u ‘(l+8*(q2*22))(2005q-u -u )
n+l 0 n n-1
{5.02)

3
-(qz—zzl Y (8
. 3=0

*

£ B g £ 2 2.5 _
J+l+80(q —Z )Bj)un_j Bo(q -~z ) 84un“4 = 0

Karakteristisk likning:

£5 - [2c0sq(L+6% (a2=a”))+ (%-22) (83483 (a0 Bg) I’
b [148) (%20~ (aP-22) (8546 (aP-22) 8)) 1x”
, ) (5,23)
I L I 2
- [(g-2") (8518, (q7 2 )Bz)lr
2 2., %, % 2 2 TN S
= L{g~—% )(B4+Bo(q -2 )83)]r = [BO(q -z7) 84] =0

(5.23) ordnet med hensyn pa (qz—zz):



* 4 3 2 . 2 2.2
Hmoamow BT +B,T +mwm+m®uuhm -z7)
* * m * * w * M 3k N N
+ 3 = - Y 3y
[ (2cosqg mo+mHVH +( mo+mmuﬁ +me +mphuﬁa z“) (5.24)
- HHmLMOOmm.Hp+ku =0
Herav:
—c s/c-4c,.c
Nw _ aw _ 1 1 0-2
wnm
hvor c; er koeffisienten foran hamiuwvw , 1 =0,1,2.

mﬁmvHHwﬁmdeGH<mw svarende til enhetssirkelen mwa i gvre
r-halvplan(eel0,w]) for dette tilfelle er plottet i figurene
5.10 (g=0) og 5.11 (g= Wm , og de ulike intervallene er undersgkt
‘med hensyn til absolutt stabilitet. Vi ser av figurene at metoden
uten tilpasning (g=0) (svarer til SC4) er absolutt stabil pa
(0,1.5269) . Med g= WW (PERDIAG) er metoden absolutt stabil pa

(1.5791,2.4850) (q’=1.5791...).
stabilitetsegenskapene likner altss mest pa de tilsvarende

for korrektoren, noe som virker rimelig. Lengden av det absolutte
stabilitetsintervall er imidlertid redusert.

gtabilitetsdiskusjonen omkring Hem» og TTC, separat
skulle ha gyldighet ogs& i dette tilfelle.
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Figur 5.10. Stabilitetskurve for prediktor-korrektormetode basert

pd Stgrmers (prediktor) og Cowells (korrektor) metoder , k=4.
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Figur 5.11. Stabilitet
pa TTS4(prediktor) og Tch(korrektor) med g= g%

(%=1 5791, - ) -

skurve for prediktor—korrektormetode basert
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6. RUTINER BYGD PA DE TRIGONOMETRISK TILPASSETE ST@PRMER- OG
COWELLMETODER.

Vi ¢nsker & lage to rutiner som baserer seg pa de .
trigonometrisk tilpassete Stgrmer- og Cowellmetoder (disse rutinene
blir kalt PER og PERDIAG) og (til sammenlikning) en rutine som
bruker de vanlige Stgrmer- og Cowellmetoder (SC4). Vi bruker i
PER og PERDIAG TTS,k=4 som prediktor og TTC,k=4 som korrektor,
og tilsvarende for SC4. TTS betegner en trigonometrisk tilpasset
Stgrmermetode og TTC en trigonometrisk tilpasset Cowellmetode.

I rutinen PER bruker vi som —A2 Jacobimatrisen til systemet.
I PERDIAG vil vi som —Az benytte en diagonal matrise. I de tilfelle
hvor Jacobimatrisen er diagonal brukes denne. I andre tilfelle

2 skjgnnsmessig, men helst slik at den approksimerer

velges -A
Jacobimatrisen sann noenlunde.

I PERDIAG trenger en ikke & approksimere cos (hA) fordi
A er diagonal. En kan bruke datamaskinssystemets standardfunksjon
for cosinus.

I det fglgende vil vi utlede visse stgrrelser og funksjoner

som skal inngd i rutinene.
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6.1. CosQ-approksimasjon.

T PER m& cosQ, Q=hA approksimeres. En kan velge i klassen

av rasjonale approksimasjoner:
™o g1 oE '
clQ) =-( ¥ b,o)Y "] a.Q (6.1)
. i . 1
i=0 i=0
Hvis bi¢0 e iZ1 m& en foreta en invertering for hver beregning
av cosQ. Dette er ikke sarlig dnskelig. Derfor vil vi bruke en
polynomisk approksimasjon.
Med k=4 fglger fra Teorem 3.l:
u4+2
c(Q) = cosQ + O(Q ) (6.2)

hvis metodens orden skal bevares. Fra Lemma 3.1 har en at aé=6.

Det betyr at en ma velge en cosQ-approksimasjon C(Q) slik at:

cos0 = c(Q) + 0(a®) ‘ (6.3)

Omkring Q=0 er den beste polynomiske approksimasjon til cosQ

den trunkerte Maclaurinrekke:

2 4 6
9
+ 57~ o8 (6.4)

@]

leO

c{Q)y =1 -

fIny

Denne vil vi bruke i PER.
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6.2. Begrensning av skrittet h p& grunn av cosQ-approksimasjonen.
En har at:
- RiRs . T4 1 b 1 .8 10
cosQ = I - 307 + EZQ 7592 t TR ot G ™) (6 +5)
8
= c@ * & 0% + 00 812
N&r C(Q) brukes i stedet for cosQ i integrasjonsformlene, ma en
pase at denne approksimasjonsfeilen ikke blir vesentlig stgrre
enn feilen integrasjonsformlene gir uten cosQ-approksimasjon.
Definisjon 6.1l. Gitt en metode
un-{-l - T(un,un—l,c-s’un__k)‘
Lokal trunkeringsfeil © z .7 for metoden defineres da som
&n+1 = T(yn.ayn_za"'-.fyn_k)l“ yn+l A
T alle rutinene inngdr en stgrrelse eps som en vil preve
% holde (lokal trunkeringsfeil)/h under. For PER har en:
Prediktor:
> . . 5 4 4
U g = 2:C(Qu_ - u 4 +h jéocj(g)v én (647
Korrektor:
I = 2.c@B -3, +n? % (0)v3& (6.8)
T L | j=00j Q n+l ’
N 4 ES 2-+ _-
hvor G, ;1 = L6 St ¥ B %00

Antar ni som et estimat at feilen i 2-C(Q)ﬁn-h bidrar like mye til
den totale lokale trunkeringsfeil som cosQ-approksimasjonsfeilen
i summene og feilen i integrasjonsformelen med Ccin) = cosl Lid

sammen. En har da:

{6.9)

1
m(y—'

ge

[0

e = <
| [2cosQ-u - 2C(Q)unHm



Fra (6.6) fglger da:

rL}—'

2 8.8
12 688 |_-[1u |1, © Jeps

8 <« "Bl eps
i 8
A 18%] 1 e ]

8:-eps

] a2] |2 |u

8 gT, 7
hrﬁ/——-ﬂ—%’—'es//HAl]
4 Wolle ! ®

i

Men
2 of
Wil
AV | =
Altsé: .
8l«eps
< i 4 Unlle _
h v _—":__— = hmaks
2f
Ty
|53

En ¢gnsket fordobling av skrittet godtas hvis og bare hvig

2h < hmaks'

(610}

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

{6..15]




(o]
w

6.3. Feilestimering for prediktor-korrektormetode basert pa

TTS, og TTC

4 4

I dette avsnittet regnes skalart. 3

n+l ) -

betegner f(tn+l’un+l

Prediktering:

= - - 2
u ,q = 2cosq-u -u  .+h jzoej(q)(¢n_j+A Bee ) (6.16)
Metodens lokale trunkeringsfeil er O(hk+3)=0(h7). Det betyr at:
g I 2 (7). 7, 1.8
Y41 = 2c0Sq-y -y, _,+h jzosj(q)(fn_.+A yn_j)+C7y h’'+0(h%)
£6.17)
Rorrigering:
u = 2cosg-u_-u +h2 % B*(q)(¢ +2%y )
n+l n n-1 4=1 3 n+l-j n+l-7j
’ (6.18)
+n2p7 (@) (3, +2%T )
0 n+l n+l
A 2 g & 2
Yp+1 © %cosq'yn-yn—l+h 'zosj(q)(fn+1~j+A un+l-j)
) (6.19)
%
e @y 07 + om®)
Definisjon 6.2. Den globale trunkeringsfeil for en numerisk
metode er differansen mellom numerisk og eksakt lgsning nér en
ser bort fra avrundingsfeil.
Den globale trunkeringsfeil e til metoden er O(hk+l) = O(hs)
ifglge |1,Chap.6|. Definerer derfor e(t) ved:
hie(t ) + o(®) =z e = u -y (6.20)
n " n W S H )

Antar at e(t) er kontinuerlig deriverbar. En har da fra (6.16) og
(6.17):
5 4
2cosqre +e  ; + h _Eogj(q)(¢n_j—fn_j+A (u_
i (6.21)
% 1), 7
C7y

~o

Une1 Yn+1”

h +O{h8}
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4

o — 2 i 2
= 2cosqg-e -e,_; +h.j£06j(q)(fy(1n_j) Ln~j+A en—j)
(6.22)
—C7y(7)h7+0(h8)
wvor x &r Blik &b ¥i= ') & LU 3 1 o9 £° & B
n n n"on y ~ oy °
Tilsvarende fra (6.18) og (6.19):
4 &
- = 2¢cosqg+e_-—e +h2 z B Lo LE (< ) -e .
Un+l Yn+1 n =l j=l'j g n+l~] Tkl =
+ae ) (6.24)
a2 X :
2, % 2, (1Y, Dy 0B
+ — —
h Bo(q)(fY(Tn+1l+A )(un+l yn+l) Coy h'+0(h”)
En har at:
elt _4) = elt)) * 0 (n) (6.25)
E(tn+l—j) = a(tn) 4 O (1) (6.26)
y(Tn_j) = Y(tn) + 0O (h) (6 .22
f ) = £ (t) + 0 (6.28)
vy Tn-3 y' n :
Videre har en at:
un+l“yn+l - un+l‘un+l+un+l-yn+l (6. 25)
= ch’! +e (6.30)
n+l
— o 6
= h g(tn+l) + Oﬁh ) (6:31)
Herav kan en forenklet sette:
~ 74 2
U Vo1 © 2cosq-e -e ,+h .zosj(q)(fy(tn)+A yel(t,)
J (6.32)
_C7y(7)h7+0(h8)
4
u_ .-y =4Pcosq*e_-e '’ ) 8: (q) (£ (¢ y+a%)e (¢ )
n+l “n+l n o n—l .20 j Yy n n
J . JLBs33)

*

7y(7)h7+0(h8)

=

e




Subtraherer (6.32) fra (6.33):

~

el 4 2
U gl g = B Eésj(q>—sj(q>)(fy(tn)+A Ye(t,)

n+l n+t .
J (6.34)
*
~crc )y 7 + o®
T 74
I fglge kapittel 2 er metoden slik at den integrerer eksakt
(bortsett fra avrundingsfeil) problemer av typen
i A |
vy +Ay=p4(t) p {6.35})
nar 22 or konstant. Spesielt integrerer den eksakt nar pé(t) 2.
En kan da sette:
2 4
= * + = -
Y, 412005 Y, Y g h jzosj(q) L (6.36)
4
-2cosq.y_+ = e ¥ 8 (g) -1 (6.37)
Yn+1 Y ¥n-1 520 3 E '
Herav fglger at:
4 4
Y g.(q) = ) 8.(q) (6.38)
j=0 7 j=0 ’
(6.38) innsatt i (6.34) gir da forenklet:
T N (7),.7 8
u g - ¥ = —(CF - Cyly n' + on®) (6.39)
En har da:
u - ;
Y(.]lh—l s n+l 1)1;"]- % O(h8) (6.43)
C7 = C,]
Lokal trunkeringsfeil for metoden fglger da med (6.43) innsatt
i (6.33):
*
a . =cyDhT 4 om® = T e &) +omd) (6.44)
ntl 7Y C ¥ n+l nt+l )
—C
. 7 77
- 3 L
Fra |1,5.297|: C.= 35 + ¢~ ~ 347 -
Herav:
d .1 =~ 2(u T .. + omd) (6.45)
n+l 19 ' "n+l n+l :




(Vo]
[&5]

A finne et godt estimat pd den globale trunkeringsfeil er
generelt meget vanskelig. I vart tilfelle ville det naturlige

kanskje vare & bruke

der C veiges gjennom eksperimenter slik at den reelle globale feil
kommer under eps. Det er imidlertid grunn til & tro at C varierer
sa sterkt fra problem til problem at en at en ofte kommer ut for
tilfelle der den globale feil med en fast C som skal gjelde for

et vidt spektrum av problemer blir grovt overestimert. En far en
for ngyaktig lgsning og md betale dyrt for ekstra sifre som en
ikke har bruk for eller ikke kan ha tillit til, eller en far ikke
noe resultat i det hele tatt. Vi vil derfor i rutinene i stedet

d

bruke EE som "estimat" pa global trunkeringsfeil.
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£.4,. Startmetode.

Initialbetingelsene er gitt ved lgsningsvektorfunksjonen
og® dens deriverte i startpunktet. Vi trenger derfor en enskritts
startmetode for var flerskrittsmetode. Som slik startmetode bruker

vi en Nystrdmmetode av orden 5 |1,s.173|. P4 autonom form:

El = f(u )
> > %—)»' __22—)-
k2 = %(u + 5hu 4+ 25h kll
> - __2_"‘1 _2_2+
R, = %(un+ hil! + ghk;)

' (6.49)
g Ba _4_'*: iz-r >
k, = faa+ ghuf + 5ph" (ky¥k)))
T o=t +nd 4 ~23423K +75%_—27%_+25%
Ypt1 ~ Un n @ 192 1 2 3 4
T 2 h > T ol >
un+l = un + 155(23kl+125k2 81k3+125k4)

De problemer vi skal lgse er imidlertid generelt ikke pa autonom
form. (6.49) omformes til ikke-autonom form ved & utvide § med et
element t til ¥:

Y y (6.51)
. )

Herav:

3 =

|
I = [

§|

5 } (6.52)
") o (e . -

4 ] o [ 5 J = F(Y) (6.53)

; >, > > .
Definerer ﬁn, U Kqr 32,.f3 og §4 tilsvarende.

nl’
Anvendes si (6.49) p& det autonome system ¥ = F(Y) fas:
Kl = ﬁ(ﬁn) (6.54)
= F({t ) (6.55)

n-)-
n’un)
0 (6.56)
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N
A
Lo (6.57)
- S 2T 2. 2%
ﬁz f(ﬁn+ End! + 5EhlK) (6.58)
> 2> 2. 2>
+ Zhu' + sxgh’k
= %({ s ll) (6.59)
tn'+ 'S—h 1 [ é‘é‘h & O
f(tn+ 2y 3n+ Zhu' + E%hzil)
= G (6.60)
§21 '
- |, J (6.61)

Fortsettes tilsvarende fis il slutt:

> >
K= %(tn,un)
> % > 2_ >y _3_ 2
E, = £(x + gb , 0 F ghi, + 550 kq)
> 2 > 2, 2, 23
Ky = %(tn+ Zn , U+ Shul + sh7k;)

(6.62)
> _&}“ - i§_‘~>' _il_ 2 > o
K, = %(tn+ Sho, Uk gLt seh” (k) +K))
a = & +ba" + wﬁi(zzﬁ +75% 278 +25k,)
U+l T Yn 0 10 il B B
SR - h B A gl >
o = Igi(szl.lzskz 81K ,+125K,)

Dette er Nystrdms 5.ordens metode p& ikke-autonom form som wi

vil bruke som startintegrasjonsmetode.




6.5. Valg ay skritt for startintegrasjonen.

Skrittet reguleres fgr selve startintegrasjonen pa

fglgende mate:

1. Integrer med det av brukeren spesifiserte initielle skritt h
fra startpunkt a til ath. Resultat: ﬁ;.
2. Integrer med skritt % fra a til a+h. Resultat: ﬁl'
3. Estimer h - p& grunnlag av differansen mellom u: og ul slik
at hny gir estimert global trunkeringsfeil lik eps etter ett
skritt.
4. Bruk %hny ved startintegrasjonen.
Metoden er av 5. orden. Det vil i f¢lge definisjonen av

orden si at den lokale trunkeringsfeil er O(h ). Det vil si:

llﬁ; 2 §1llw - x-n’ +om® (6.63)
118, - 3,11, = x@7 +ow®) | (6.64)
2 2
NETNCE: 75 2k (27 + o(n®) (6.65)
Tllnarmlngstegnet i siste relasjon skyldes at en bruker El og Ei
] 2

og ikke yl og Yl til beregning av ul og at
2 ]

1ntegra530n51ntervallet er forskjgvet. Feilen 1 Gl plir derfor

en mellomting mellom laokal og global trunkeringsfeil. Den siste

er O(hs) \l,s.l??l. Ved estimeringen vil vi derfor istedenfor

(6.63) og (6.65) bruke:

18] - ¥, 11, ~ x0° (6.63%)
og
&, ~ % ll, = 2K(%)6 (6.65%)

Det gir da:

A

* *
IEE N AR AR (6.66)

~ K-00 (14 22 (6.67a)

]
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o ED3: 6 .
Det vil si:
> 32, ,>% > -6
R & 2sl{a; saqf[, b (6.68)
h _er altsd gitt ved:
ny
5% - 2
[y - vy [, ,g=Kehy, ™ eps (6.69)
WY e SPE (6.70)
ny K
3 Gos (6.71)
RS |
3 1 l!'e
Altsa:
6 ;
Y 3eps , (6.73)
4 32[[ul - ul|[00
Vi velger & bruke
= J eps g
start 2h I‘a* =8 ¥ ‘ (6.74)
1. 17 o
< —
dersom hStart = 4h, ellers brukes hstart = 4h,
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6.6. Polynomisk interpolasjon for PER og SC4.

I PER og SC4 beregnes lgsningen i vilkarlige punkter ved
polynomisk interpolasjon. Denne brukes ved halvering av skrittet
og ved utskrift i ¢nskete punkter. Siden metoden gir global
trunkeringsfeil 1lik O(hs),trenges et 5.grads interpolasjonspolynom
for at feilen ved interpolasjonen skal vare av samme orden som de
stgrrelser som inngdr i interpolasjonsformelen. Denne ma da baseres
p& minst 6 verdier av u eller ¢. Det naturlige valg er
Ynr Ypn-17 Ypn-2 ¢n' ¢n~l o9 ¢n—2'
er umulig & konstruere et 5.grads interpolasjonspolynom basert pa
(Eigur 6.1«

Det viser seg imidlertid at det

disse verdiene. Erstatter derfor ¢n med un__3

En fadr da fglgende interpolasjonspolynom:

3 2
p(t) = _Z_ a;(tu 5. + Z by (B, sa s (6.75)
i=0 i=1
(Regner skalart i dette avsnitt.)
¢n—2 ¢n—l
Uh-3 Yn-2 Yh-1 Un
| [ ! !
I I | T
h h h
s tn--3 tn—-2 tn—l tn
s: 0 1 2 3
iaue .l InterpolasjonsPunktér og -verdier.
g(t) skal oppfylle fglgende betingelser:
P = i = .7
p(tn—3+i) Hoeagy o T 03 (6.76)
P (tn—3+i) = Gpagai vt E L2 (& it )
Skalerer t til s:
E~k -3 '
o B et 5 (6.78)

h

Interpolasjonspolynomet kan da uttrykkes slik i den nye variable:



2
+ h2 )
i=1

p(s) = . Oai(slun_3+i bi(s)¢n_3+i

e~

p(s) ma da tilsvarende oppfylle fglgende betingelser:

p(i} =p(t -4} =08 5.4 »1=0(1)3
~ a’t 2
BT =Pl sys a2 bpezsih” o 1 =1,2
Herav fglger betingelsene:
aj(l) = Gij y 1,9 = 0(1)3
_bj(i) =0 1 =0(1)3 , § =1,2
a;(i) = 0 s 4= L2 . 4 = 0f1)3
bj(l) = Sij r l!] = 11.2
ay(s)a

[ Tl IN
0 1\/2 3\ s

Figur 6.2. Skisse av ao(s).

X

¥ra (6.84) og kravet om.5.gradspolynom har en at:

aa(s) = (s=1) (s-2) (cs+d)
Integrert:
. © b, d-3c 4,  2c-34 _3 2
ao(s) =55 S + 15 S + === +ds“+es+f

(6.82) anvendt pd (6.87) gir fglgende likningssystem:

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)



£ =1
" B + Ja+ e+t E=0
ls ;2

i%c + %d + 26 +E =0
-I%c + %& + 3e +£f =0

Lgsningen av (6.88) er:

gl . A=l , ges iﬁ% . o=l
Innsatt i (6.87) gir det:

ao(s) = - I%ss+s4- l%53+652~ £%%s+l
Tilsvarende fés:

al(s) = T%SS# % 4+853—1232+ é%s

az(s) = - I355+254—553+652— %%s

15 14 23 4
a3(s) Iﬁs ES + 35 - Tgs

bl(S)

Figur 6.3. Skisse av bl(s).
Fra (6.85) féas:

(s-2) (cs’+ds+e)

I

b‘i(S)

Integrert:

c 5, d=2c_4, e-2d_3 2
bl(S) = '2—'6‘5 + 12 S 6 S

-es +fst+g

105

(6.88)

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)

¢6.93)

(6.94)
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Fra (6.83) og (6.85) fas fplgende likningssystem:
g g g =
g:
'3 d=2g e-2d o
—2—0—+ 15t e + f .= (6495)
c d-2c e=24 _
3256 + 16 13 + 8 ¢ de + 2f =
5 B d=2c¢ e-2d _
24356 + 81“15“ + 27 z - 9% + 3f =
Lgsning:
c=2,d=~8,e-—~5,f=£§~,g
Innsatt i (6.924):
e ok B A T 3 2. 12
bl(s) = 7p5 t 35S He™+% S (6.96)
Analogt fés:
o R A T8 905098
bz(s),— - 755 * 38 55 =87+ S (6.97)
Interpolasjonspolynomet blir séledes:
p(s) = (- T% 35 + 54 - L%~s3 + 6 s ~*% s + 1) w3
3 5 5 4 3 36
+ (Tﬁ s” -3 s + 88" - 12 s = s) U
3 .5 4 3 27
+ ( 10 s + 2 s 5 s8” + 6 1o s) w1
(6.98)
1 5 1 4 2 3
+ (IE S 58 +t38 - 9E s) u
1 .5 4 i B 2 12 2.
t (58— s t 35S 557 + =% s) h™-¢__,
1 .5 1 4 1 3 5 .. 2
+(1—65 +—2—S ""2—5“'2‘5'1' S)h'¢)n_l
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eller delvis faktorisert:

1

p(s) = - 3—5(352

12s + 5) (s-1) (s-2) (s-3)u _,

1 2
1-'0"(35

10s + 12)s(s~2}(s—3)un_2

1

1 2 u
= 5 3s 8s + 9)s(s~1) (s-3)u__4 ,
{5.99)

2 - 65 - 4)s(s-1) (s=2)u_

1
+ *3-6(35

+ ks (s-1) (s-2) (s-3) (s=4)0° 4,

i 5 2
- 16{s+1)s(s-l)(s~2)(s—3)n '¢nﬂl

¢nsker n& & finne feilleddspolynomet C(s) 1 interpolasjons-

polynomet. En har at:

7

C(s)y(ﬁ)(t)_-h6 + 0(h")

(6.100)

|

p(s) | oy = ¥ (EH(5-3)D)

p=F
(6) ¢ (6)

Vo e v
aO(S)BE (-3h)  + al(s)6:

(6)
LB % az(s)%Tw—(—h)6

(6) A
+ bz(s)%T—~(—h) h

(6.,101)

2 2

7{6) 4
+ ag(s)-0 + bl(s)%Tﬂw(~2h) h

78 (231508 + om”)

il—‘

)]

1
.

' 6
729a0(s)+64a1(s}+a2(s)+480b1(s)+30b2(s)—(s-3) y(G)hg

6. = (6.102)
& Bl S

Herav fas:

6 5 4 3 2

b+

6!'-C(s) er skissert i figqur 6.4.



=
W)
o0

Hvis en n& erstatter ¢n—2 med ¢n og konstruerer et

n-1" un—2' un—3’ ¢n g ri;Jn—-l’

skulle det ikke vare urimelig & vente at feilleddspolynomet C*(s)

E 3
interpolasjonspolynom p (s) basert pa u rou

i dette tilfelle har mindre maksimumsnorm enn C(s) i intervallet
[2,3]. Dette viser seg imidlertid ikke & vare tilfelle. (Se figur 6.4.)
Vi vil derfor bruke p(s) i PER og SC4. I PERDIAG brukes
interpolasjonsformelen gitt ved (2.127~l32).

Vi finner at

* B 3 2 3 & i
p(s) = Taj(s)u 5,5 +h° Fbi(s)e 5. (6.104)
i=0 i=2
C e e 4 _ 113 2 127
= i lOs o ? 3S + 635 30° + ].)un__3
35 29 4 3 2
+(§s - 73S + 50s 728" + 365)un_2
275 4 3 2 _ 603
+ (- 10° + 26s 898~ +126= lOS)un-l
' i (6.105)
13 5 25 4 128 .3 2 428
+(Iﬁs - fis + —§~s - 60s™ + —Tgs)un
11 5 21 4 71 3 9% 2 117 2
+ (- oS + A —E—S)h -¢n_l
15 4 7 3 2 12 2
+( Ias + s 7S + 5s —gs)h -¢n =
Feilpolynomberegning:
* *
P’ (8) |y, ~ ¥(EH(s=3)h) = C (s)y ¢ (0)n® + o’ (6.106)
¢=£
(6) (6) (6)
E S 6 * 6 * 6
= AN A | SR .
aa(s) 3 (=3h)  + al(s) T (=2h) " + a2(s) = (=h)
* * 2 (6) 4 *
+ a,(s)-0 + b, (s)h” L——(-h)* + b (s)-0 (6.107)
3 2 41 3
- 7' (5-3)%° + o)
7292 (s)+64a, (s)+a. (s)+30b. (s)-(s-3)°
a5 (8 a,(s)+a. (s s)-(s- "
= 0 1 2 2 y(G)ho . O(h7)
61

(6.108)
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Herav:

%

5 -s® + %%55 + 754 ~ Bs” + 1628% = i%gs
& (sl = (6.109)

6.

5 '
6!'-C (s) er skissert i figur 6.4 sammen med 6!-C(s).

p(s) brukes ogsa ndr en ved halvering av skrittet skal

beregne u 1l og u 3 . Disse svarer henholdsvis til s= 2 0og s= 2 .
n- n= 9 2 2
Ved innsetting i (6.99) fés:
u 3= —L(Su + 27u + 27u + 5u )
n- 3 64 n-3 n-2 n-1 n
' (6.110)
9 2
EEh (b F ¢n*l)
o 1= -2(-5u . - 23u_ . +93u__. -u)
n- 5 64 n-3 n-2 n-1 n
5 (6.111)
h.

+ EZ(9¢n—2 + 2l¢n~l)

For at interpolasjonsfeilen skal bli minst mulig, be¢r
utskriftspunktet utsp ligge 1 intervallet [tn_3,tn]. Under
startintegrasjonen foretas ingen interpolasjon for utskrift.

Dette skjer fgrst etter at ett skritt er tatt med hovedintegréadsjonen
(TTSé—TTC4). For at utsp skal .ligge 1 [tn~3'tn] bgr en derfor

- velge hStart = %(utsp - a) dersom hstart etter de andre kriteriene
referert tidligere er spesifisert stg¢rre enn %(utsp - a). (a er
startpunktet av integrasjonen.) I dette tilfelle vil situasjonen

ved fgrste utskriftsinterpolasjon vare som angitt i Figur B.5.

; ¢n—2 ¢n~l
un—3 un—2 un—l un
e s | ——
tn~4 tn-3 tn—2 tn-—l tn
utsp
Pigur 6.5

Utskrift ay PER, PERDIAG og SC4 avslutter dette kapittel.
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(6 ) (4,)
A B
FALy B e e E7 s < et e it |
£ 5 | |
b M Byt By
{A 6!-C(s)

(61-C (8))

Pigur 6.4. Feilleddspolynomer.
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6.7. Utskrift av PER.

ERSLIP . PFR
PROCEDURE PER(FrA»BrH YA)YDA,DF ¢NsEPSIEQOP)

VALUE AsBeHeNIERS,EOPS
REAL A+BeHiEPSH
INTEGER NeEGP3:
ARRAY YAYDA
PROCEDURE FDF
BEGTHN
ARRAY UNPI1UNP1SUMpUNMT o UMM p UNM3 p UNMU p UNMS o UMME ¢ UINMT
’ FINeFINMI FINM2oFIMMT FIMMUFINMS»FINMAs FINMT
V1sV22V3p VLU VEpW{12N) 2 Q2(1 My 1IN G
SWITCH UVALG:ZUVI »UVZ2 UV IVY;
SWITCH FIVALGI=FIV1:FIV2,FIV3,FIVHL}
INTEGER ToJrASEHE » ANTMH
REAL CleC2C39CHe D2 CHICT o8By
RO/RIIR2RE)RUIRSyRAEPRT7IRAIRIyRI107R1I1,
H2eHH»
1192¢1360:1720G571280,16¢130,13G2r1962,
11912406200, I8AUGTI» TUSEIZ ISUNGLIs 11205627 17206190 IRG27 |
IBYUNGT7 ey IHI20G11rI2406G19eI20G17r 16011080 T4320
1120671172, 14360611+ 1216G171720
FUTSPsUTSPs Sy MHe MINFEPRPS e MUY TR e MAKSDTIF » T3
BOOLEAN INR1sIMR?2; COMMEMT INTEGRASJON NR, 1 0G 2:
BOOLEAN EPSFORANDRET S _
FORMAT UTT(YUTSKRIETSPUNKT® dktkk t g D10, 8 XRy Wikt pA2) }
FORMAT UTVITLUSNINGSVEKTORI " pALs sNII(R17+9pX5)eA2) 5
PROCEDURE RBETA(J:GPROD);
VALUE J¢
INTEGER Ji
ARRAY G¢PROD:
BEGIN
SWITCH JVALG:ZJUOrJleJ2sJ3sJY 5
REAL S
GO TO JvaLG(J+1):
JOot FOR TI:=(1:1,M) DO
BEGIM
Siz0. 00
FOR J:=(1p1.N) DO S:=S+02(1JYxG(J)
W(IY:iz=5;s
END I
FOR I:=(i»1¢M} DO
BEGIN
Siz=0,0+
FOR JIZ(1eleMY DO S:zS4+02(1eJ) W (J)
PROD(I) :=128062909%G(I)~T18aUGT79xW (]I )+I360%x5]
END I3 ]
GO TO SLUTT:
Jl: FOR I:=(1s1.,M} DO
BEGIN
S5:=0.074
FOR Ji={1s1:MN) DO S:=S402(1rJ)%G{U):
PROD(I) t=—Tu5G33%«G5(T)+I54061 35}
END T+
GO TO SLUTT; i
J2: FOR TI:=(1.1,M) DO
BEGIM
S1=0.07
FOR Ji=(1s1:N) DO S:1=S402(TsJ)kG{U)
PROD(I) :=T120G97%G{T)=1720G19%*S?
END I3
GO TO SLUTT:
J3T FOR I:=(1:1.N) DO
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78
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80
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83
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88
89
30
91
92
93
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95
26
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28
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106
107
108
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BEGIN

Si=0,.04 )

FOR J:={1s1¢N) NO S:=S54+02(1,J)*6{J}
PROD(1) :=-15G2%G(I)+ISU0GT*S}

END I}
GO TO SLUTT

Jy: FOR T:=(1,1,M) DO
BEGIN ;
S:i=0,07
FOR J!=(1s1¢N) DO Se=S402{I,J)%xG{J)
PROD(I)*=I720657%G(T)=1832061] %5}
END T+

SLUTT:

EMD PROCEDURE BETAG

PROCEDURE BETASTJERNFE (JrG»PROD) ¢
VALUE J3i

INTEGER Ji

ARRAY G¢PRODI

BEGIN
SWITCH JVALG:=J0rJ1rJ2eJd3sJls
REAL Si

GO
JO:

Jis

Jai

J3:

Ju:

TO JVALG(J+1) 3
FOR T:z=(1pleN) DO
BEGIN
S1=0.03
FOR J:=(1s1N) DO SezS+RA2( e JY %G LU}
PROD(I) =T1200610%G(T)=I4320G11%57
END 14
GC TO SLUTTq
FOR I:=(1,31¢M) DO
REGIM
Se=0.07F
FOR J:=(1r1ieH) DO S§e=S+02 (T dyxGlU)
W{X) =53
END 13
FOR T:=(1riehd) DO
BEGIN
S1=0.07¢
FOR J:=(1s1sN) DO S:=S+Q2(1eJ)yxW (L)

PROD(I):=120G17*xG(I)=1216G174W (1) +I260%SS

END I
GO TO SLUTT:
FOR I:=(1slet) DO
BEGIN
Si=0.07
FOR Ji=(1r1eN) DO S:zS+Q2(T e JI%G(J) G
PROD(I) :=112067%6(1)~1720%S}
END I3
GO TO SLUTT:
FOR IT:=(1+1,N) DO
BEGIN
S:z=0.07
FOR J:={ir1:N) DO GezS+02 (I, JY*6G(J)
PROD(I) ¢ =TANXG(T)-=11080%S5}
END I;
GO TO SLUTT:
FOR T:=(1:1%) DO
BEGIN
S:=0.0¢
FOR J:i=(1:1:H) DO Gez=S+02 (1 J) %G L)
PRON(I} 1==TPLDxG(IY+IUI20%53
END T4
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SLUTT:
END PROCEDURE RETASTJUERNE?
PROCEDURFE WEIGHT(ENPsUsN W) 3
COMMENT PROSEDNYRE SOM OPPRETTER 0G OPPOATEFRFR FEILVEKTORERM Wi
VALUE EOPUeN3
IMTEGER EOPsN3
ARRAY UrW3i
BEGIN
ASWITCH Et=EI1+E2.E 3}
INTEGER 13
REAL 57
GO TO E£(EOP)
£1°: COMMENT ABSOLUTT:
FOR TI:=(1s1e™) DO W(T):Z1.0¢
_ GO TO SLUTT;
E2: COMMENT RELATIV:
FOR I:=(1,1eN) DO
BEGIN )
St=ABS(U(Y)Y)
W(I)y:=1lF S LSS &—-8 THEN &B ELSE 1.0/5:
END T3
GO TO SLUTT;
F3: COMMENT PLANDETS
FOR T:=(1,1.M) DO
BEGIN
Se=ABRS(U{INY )
WCI):=IF S GTR 1.0 THEN 1.0/S ELSE 1.0:
END
SLUTT: )
EMD PROCEDURE WFEIGHTS
COMMENT
3ok ok ok o ok ki Rk akoiokk Sk ok k kokek k. STARTTEST e ok s s e ok ok K R sk B okok o op R e ke e ok
IF EOP NEO 1 AND EOP NEQ 2 AND EOFP NEQ@ 3 THEM
BEGIN
WRITE(*%%x% FETLOPSJON MA VARE 1¢ 2 FLLER 3.9)3
GO TO ENDPROC;
END$ ; -
READ(UTSP»NODATA): COMMEMT LESER FARSTE UTSKRIFTSPUNKT
IF UTSP GTR B+R&=7 THEM
BEGIN
WRITE( t%x* UTSKRIFTSPUMKT LIGGER UTENFOR TNTERVALLET.®):
GO TO ENDPROC:
ENDG
COMMENT :
sk ok ok otk ok ook kR R okok ok ok ok ook kb INTTTALTSERING o e o ok e o o 3ok ks o R R SRR GROR S koR
BRUKER EN NYSTRZMMETODE AV ORDEN 5 SOM STARTMETOM .
DETTE ER EM RUNGE=-KUTTA~METODE FOR INTEGRASJFN AV 2. ORDFNS PROBLEMER
* * * * * * *
FERST BEREGNES EMNDFL VERDER SOM SKAL BRUKES OFTE 1 RUTINEM3
1192:=1.0/192.0¢
1360:=1.0/360.07
1720:=1.N/72007
1720657:=57.0/720.03
I240:=1.0/240.07
16:1=1.0/6.0%
I112:=1.0/12.07%
1362:=2.0/3.0%
19G62:=2.0/9.0%
119:=1.0/19,0%
12406295:=299.0/240,07%
I864579:=79,0/864,0:
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193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
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211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
257
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
ol
245
2u6
247

JU5G33:=33.0/45.07

ISU0G1AI=13.0/7540.07%
I1120697:=97.0/120.0¢
1720G19:=19.0/720.07%
15G2:=0,47
ISU0GTI=T.0/540.0¢
14320611:=11.0/74320,.0%
1240619:=12.0/240,0;
IUR6NGLLII=11.0/8360,01
120617:=17.0/20.07
12166G17:=17,0/216.0%
16N:=1.0/60.0¢
11080:=1:071080.03
TU3R20:=1.0/4320.0¢
I1120G7:=7.0/120.0%
WRITE{(UTTA) ¢
WRITE(UTVeYA) S
FOR T:={1,1+N} DO UNMLB{I)iz=YA{T)?
INR1:=TRUE: ‘
COMMENT FPRST BERFGMING AY PASSE Hi
STARTINTEGRASJON?
H2:t=H*xH3
Cl::D.u*H;
C2:=0.,08*H2}
C3:=1362%H}
CLU:zI9G2%H2;
CH1=0.8%H;
CHE =0 16%H2
C7:=1192%H>;
CHBI=T192%H;
Te=A?
Ji=0F
FOR t=(1:1¢N) DO
BEGIN
UNCIIsEYAtds i
UNMT7 (L) e=YDAL(T) ¢
END Id
oPP:
i=J+1
FO(TsUNSNeV1L) S
FOR I:=(1:1¢M)} DO
REGINM
R1:=UN(TI)?
RP:zUNMT7(T) 5
RA:=V1(I):
V2(I)i=R1+C1*¥R2+C2%R 37
V3(I):=R1+CI*R24CHUXRI}
VO (T) I=RIHCHBHR2ALCHFNI;
END I3
E(THCLleV2eNe VD)7
EAT+C3s VAN V2) 3§
FOR I:=(1,1¢N) DO
VB (I SVU(T)I+CaxVYS (1)
E(T+CS5eVUeMNeV3) 3
FOR I:=(1r1eN) DO
BEGIN
ROs=UNM(TI)?
R1:z=23,0xV1(1);
R2t=V5(1);
R3:=V2(1):
Ru=V3(I)3
RE:=UNM7(T);
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259
260
261
262
263
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265
266
267
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269
270
7
272
P75
274
s
276
~E
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
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293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309

R6:ZUN(TI) I=RO+HYRSHCTH (R1I+T75,0%R2=27 1 ¥R3I+25,0%P4) ¢
UMM7(T) t=UNM7 (1) 408+ (R1+125. 0*%R2=81, 0¥R3+125. DkRE} ¢

IF INR1 THEN GO TO UV3;
GO TO UvAlLG(J)
Uvies UNM3(I)Iz=Ra;
Uvz: UNMZ2(I)i=R63:
UV3: UNMI(I)=R63
uvy s
END T3
IF INR1 THEN
BEGIN
1 =0 5%H;
INR1:=FALSE
INR2:=TRUE}
GO TO STARTINTEGRASJONG
END
IF INR2 AND J Fal. 2 THEN
BEGIN ‘
MAKSDIF:=MAX{FOR I:=(1e1s8) DO
IF MAKSDIF LSS 8-10 THEN
e =GQRT (H*EPS)
ELSE
BEGIM
RO:=0.5%(EPS/MAKSDIF) *%16;
IF RO GTR 4.0 THEN ROIz=4,0¢%
1=H*RO;
END:
RO:=UTSP=A; _
IF RO GTR &=6 AND RO LSS 2.0%H
IMR2:=FALSE}
GO TO STARTINTEGRASJION;
END ¢
FOR Y:=(1.1/N)
BEGIN
GO TO
FIivi:
Fivea:
FIV3:
FIvu:
END I3
Ti=T+H? ,
IF J LSS 4 THEM GO TO OPP:
FI(TeUNsNsFIN) ¢
DF(TUNeN,0Q2)
COMMENT

GO TO UvV43
GO TO UVL:
GO TO UVY;

Do

FIVALG(J);

FINM4C(I) s=vi(l]
FINM3(I1):=v1(T
FINM2(I):=V1(I

)
)
)
FINMLC(L) :=V1(I)

we mo wes we

%% TEST PA OM H ER LITEN NOK FOR COS~APPROKSIMASJONEN s+

Ri:=R2:=0,.0}
FOR I:=(1r,1¢N)
BEGIN

Rn::0.0:

FOR Ji=(1+1N)
IF RO GTR R1 THEMN R1:=RO3
R3T=ARS(UMN(I)

IF R3 GTR R2 THEN R2:1z=R3:
END I3

IF R?2 LSS £=~10 THEMN R2:z=8~10}

Do

ABS (UNML (T)=UINM2(T)Y 1) 5

THEN HIZ0.5%R03

NO ROI=RO+ABS(N2(Ied) )

IF R1 LSS 2-~20 THEM GO TO VIDERE}
RUI=3 16K (EPS/R2)%*%0.125/SART (R} ¢

IF H GEQ R# THFNM

REGIN

H:z0.8%RY 3

GO TO STARTINTEGRASJON;G

ol

n
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ne END; )
n: VIDERE?
n:z FOR T:=(1,1»N) DO FOR Jiz=(1+s1»N) DO 02(IrJ) iz=H2x02(TsrJ}}
313 HH2=0.,5%H; :
n-= HOVEDINTEGRASJONS LAY L
S5 COMMENT .
nes o s ok ek Ok ok kR R ook ok ek ok ok kR kk PREDIKTERING  skeok ek sk sk e 3 ofe o s Mook s e oo K o e s ofe e e 0
7 FOR T:=(1r1:N) DO
mns BEGIN ‘
3s RO =RI=R24=0 .63 i
20 FOR J:iz=(1+1,8) DO o
221 BEGIN . i ,
k- ~ ROI=RO+Q2(I+ ) *xUN(J)} o R
223 R1I:=R1+Q2(IrJ)*xUNMI(J)} -
2= R2:=R2+Q2 (IvJ)xUNM2 ()3
s END J5
326 V1(I) i=H2%FINC(I) 4RO )
227 V2(I)ioH2*FINMI(T)Y+R15
328 VE(I)I=H22FINM2(T)+823 ny
329 END I3
330 BETA(O»V1sUNPLS); -
2351 BETASTJERME(1s V1, UMP1)
332 BETA(L:V2,V1)3
333 BETASTJERME(2sV2s VU )5
33c BETA(2eV3eV2) 7+
335 BETASTJERNE(3rV3,VS) 3
336 FOR T:=(1e1leN) DO
337 BEGINM ;
338 UNPIS(I) t=UNPIS(I)+VI(IY+V2(T1)
332 UNMP1(I) t=UNPL(IY+VH(II+VE(I)
320 R3:=R4:=0.07
381 FOR Ji=(1:1¢N) DO
Je2> BEGIN
383 P3:=R3+Q2 (12 J)xUNM3(J) }
384 R4 s=R4+G2 (I J) xUNMU(S)
345 END Ji
346 V1(I) i=HPXFINMI(I)+R3;
357 Vo (1) ioH2FINMLG(T)+R4Y;
348 END I
349 BETA{(3¢V1sV3Ys
350 BETASTJUERME (4 V1pVIH) 3
Bo1 BETA(U4rV2eV1) 7}
352 FOR J:=(1r1eN) DO
o3 BEGIN )
354 UMPIS(I) $=UNPIS{I)+V1(I)+V3(1)
Bo5 UNMPL(I) t=UNPL(I)+V4(I):
356 RO:=0.0¢
357 FOR Ji=(1r1sM) DO ROIZRO+N2(I»JIXUN(I)}
358 V1(I):i=RO}
359 END I
360 FOR T:=(1,1sN) DO
361 BEGIN
362 ROot=0.0¢
363 FOR Ji=(1s1+N) DO ROI=RO+QR2(I+J)*V1(J)}
364 V2(TI):i=R0O;
365 END I3
366 FOR I:=(1,1+N) DO
367 BEGIN
368 RO:=0.0° ‘
369 FOR Ji=(1s1eN) DO ROI=ZRO+0N2(IpJ)*V2(J)}
370 ROI=2.0%UN(I)=V1(T}+T12%V2(I)=I1360%R0=UNM1(T);

371 UNMPESL 1) 1=UNPIS (I )+R9;
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UMPL(I) t=UNPL(I)+RG:
END X%
COMMENT

117

s oK e oK ok sk ko sk R dokok ok ok toiob ook ok KORRIGERING *******#********m********x**

COMMENT LAGRER FI.N+1 I V13
F{T+HUNPL1SMrV1):
FOR I:=(1r,1¢N) DO

BEGIN A

R10:=0.03%

FOR-Jt=(1:1eN) DO RIO::PiW*OE{IvJJ*l 1S(J) 3 )
VI(I):=H2%VI(T)+R10F
END Ii - T
BETASTJEPNC(UPV]pV“}, . e
FOR =(1ir1rN) DO UNPLI(I)SoUNPL{T)+VR(I)}5 T

COMMENT #%%x HAR N2z FUNNET “ORRFKTOREMN., ESTIMERER SA GLOBAL FEIL
kxk GLOBAL FEILZLOVAL FETIL/H.
WETGHT(EOP UNeMeW) ¢
TE*=MAX(FOR I:=(1,1+M) DO ABS{UNPI(IN~UNPIS({(T)I*W(T))%I19}
MUWS=MAX(FOR I:={(ir1eMN) DO ABSIUNPLIYIYI®RW(T))?
MINEPS$=1,498-8%xMUl; COMMEMT MINSTE EPS EN KAN KREVE?
IF EPS LSS MINEPS THEN ’
BEGIN
IF EPSFORANDRET THENM
BEGIN '
WRITE(CC %% RUTINEM KRFVER NY ERPSFORANDPING.®eAlr |
txxk DETTE TYDER PA STADIG AKENDF LESNINGe YAl
taokk MEMSG RRUKER GNSKER ABSQOLUTT FEILTRESTING.'eAlr
tyokk BRUK BLANDET FEIL: FGPZ3.%:;81.122)7
GO TO ENDPROCH
END; ;
EPSFORAMDRET (=TRUE
ERPSI=MINERS:
WRITE(L Y %x% EPS ER KREVD FOR LITEN FOR DETTE PROBLEMET'sAle
txkk ] FOPHCOLD TIt DEN GITTE MASKINMEYAKTIGHET.TrAlr

txkk EPS FR AV RUTINEM FORAMDRET TIL *eRIN3r o' rAlelDDr

MINEPS) ;
END;
IF TF/H GTR EPS THEN
BEGIN
COMMENT
#%% SKRITTET FR FOR STORT 06 MA HALVERES, *%x%i
MH:I=1.408=8%ARS(T);
COMMENT
k%% MH FR MINSTE TILLATTE H PGA. MASKINMBYAKTIGHETEN, kk3
IF 0.,%%H 1.5 MH THEN
BEGIN
WRITE (<< v 4x% SKRITTET FR2 AV RUTINEN KREVN HALVERT,teAls
vadok DETTE ER IMTIDLERTID UTILRADFLTIG PGA DEN GITTE
TMASKINNAOYAKTIGH T r ALy
takok PREVER NERFAR MED LITT FOR STNRT SKRITT'rALly
thxk T OHAP OM AT VANSKELIGHETEN FR LOKAL e Y9pAL.12D>) 3
ANTMH I ZANTMH4:1 ¢
IF ANTMH GTR 3 THEN
REGIN
WRITE(CC V%% HAR ™MA BRUKT FOR STORT SKRITT 3 GANGER. '»Aly
txke DET FR UHOLDBART A FORTSETTE.'+Ale122>) ¢
GO TO ENDPROCH
END?
GO TO NOCHAMGE:
END
FLSE ANTMH:=O:
COMMENT

sk
EITIE
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%% INTERPOLASJOM FOR A FINNE UeN=1/2 0OG l)pM=3/2, sk%%;j
R2:=0.110625%H2}
R3:=0.328125%H2;
FOR I:=(1+1eN) DO
_BEGIN _
RO:=0.078125% (UNMB(I)Y+UN(I))}+0.421875%x (UNM2(T)+UNMLI(I))
=R2k (FINM2(I)Y+FIMNMI(T) )} .
R1:==0,0781258%x!INM3 (1) =0,.358375xUNM2 (1) +1,453125%UNML (])
=0 N15A25%UN(I)+R2*FINM2(T) +RIXFINMNMI (1)}
UNMG(T) s=UNMZA(TI)}
UNM3(I) i=R0O¢
UNM2 (1) s=UNMT1(T)
UNMI(I):=R1+
FIMMU(I)soFINM2(T) ¢
FINMM2(I):z=FIMNMI1(I)?
END Id
F(T—HHpUNMLI s N,FINMI1)
F(T=1e5%HrUNMB e N, FINM3)
ASEHE (=03}
H:=HH}
H2:=Hx%xH}
"HH:=0.5%H} .
FOR I:=(1,1+N) DO FOR J:=(101sN) DO Q2(T,J):=N0,25%Q2(1rJ)?
COMMENT
$x%x MAR NR GJDORT XLAR TIL A& INTEGRERE PA NYTT MED HALVERT SKRITT. **
GO TO HOVEDINTEGRASJOMN;
END FOR STOR H
ELSE - |
IF TF/H LSS 0.005%FPS AND ASEHE GEQ 3 THEM
BEGIN
COMMEMT
*%%x SKRITTET YAP FOR LITE 0G BgR DORLES. SKRITTET AKSEPTERES. %k
DFE(THHsUNPL1eNsQ2 Y ¢
COMMENT
%% TEST PA COS=APPROKSIMASJOMEM. **k%xi
Ri:=R2:=0.0¢
FOR I:=(1,1sN} DO
BEGIN
RO:=0.07
FOR Ji=(1e1¢M) DN RO:=RO+ABS(Q2(IvJ) )i
IF RO GTR k1 THEM. R1:zZRO;
RISABS(UNPICI) )}
IF R3 GTR R2 THEMN R2:1=ZR3;
END I
IF R2 LSS 8&~10 THFN R2:=8~10:
If R1 GTR &=20 AND H GEQ 1.58% (FPS/R21%%(0,125/50RT(R1) THEN
BEGIN
FOR T:=(1rleN) DO FOR Ji=(1s1rN) DO Q2(I,J)==H2%Q2(T+J);
G0 TO MOCHANGE?:
END?
HH:z=H?
Hezp20%H}
H2 s =H*H}$ "
FOR I:=(1+1/N) DO FOR J:=(1r1eN) DO Q2(I»J):==H2%02(1rJ)
FOT+HHsUNPL1 e NeFIN);
FOR I:=(1¢1/N) DO
BEGIN
UNCI) s=UNPLI(T)
UNM2(TI) s=UNMB(TI)
UNMB(I) t=UNMS(T) ¢
UNMG (I} e=UNMT7(T) 3
FINM2{TIY:=FINMA(I);
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FINM3(I):=FINMS(T}?
FIMMU4(I):=FINM7(T):
EMD I

ASEHE:=0:

T::T‘i'Hl“lr

G0 TO UTSXRIFTSTEST:
END FOR LITEN Hj

NOCHANGE *

COMMENT

%% H ER PASSE STOR ELLER FNDRING FR UMULIG. SKRITTET AKSERPTERES, *%

LAGRER FTeN+1 T UMMT .3

ASEHE : =ASEHE+1 3

FOR T:i=(1le1sN} DO o

BEGIN , o , s o

UNM7(T) t=UNMBLT )Y ; '
UNMGE(I) ¢zUNMS(I)
UNMS () t=UNMG (I
UNMG(TI) s=tINMB3(T) ;
UNMI(I) e=UNM2(TI)Y;
UMM2(I) 3zUNMIC(T)
UMMI(I) s=UNCI) ¢
UN(I) t=UNPL(IY
FINM7(I)s=FINME(T)
FINMGE(I) :ZFINMS(I);
FINMS(I) :=FINMG(I);
FINMGOI) e=FINM3(T);
FINM3(I) t=FINM2(T);
FINM2(I) :=FINMI(TI)Y
FINMI(I)s=FIN(Y):

END I3

Ti=T+H?+

F(ToUNPLeMNsFINY

DF(ToUNN,02) 75

FOR T1:=(1s3¢N) DO FCR Jizm(171eN) DO Q2(Is ) io=H22Q2(T s )}

COMMENT

*x% HAR NA TATT ET PASSE SHRITT 06 ER KLAR TIL A TA ET NYTT SKRITT . %o

UTSKRIFTSTEST!:

IF UTSP GTR T THEN GO TO HOVEDINTESRASJIONG

Siz=3.0+(UTSP=T) /Hi

RO:=S+1.0¢

:S""loU;

R2:=5-2.,07

R3:=5=-3.03

R4:=S=-4,0;

R =3.0%5%5;

R6EI=Z=I304(RE=12.0%5+%,0) %RI*R2%K3;

P7'-0 1 (R5=10,0%5412.0)%SxR2%R3 ¢

Z=0e 14 (RPH=8,0%5+G. 0 *S¥Pi%R3;

R@::I3D*(R5 =6 0kS—-U D) ESHRTXR2}

R1ID!=0e1¥H2%S*R1+R2%xR3+RL ¢

R1I1:z=0.1%H2*%RO%SERI*xR2:R3:

WRITE(UTT  UTSP)

WRITE(UTY:FOR T:=(1eleN} DO
REXUNMB(T)+R72UNM2 (T 14+REB+UNML (T ) +ROLIIN(IVY+RINkFINM2(])
FRIIKFINMI{(]I) )¢

FUTSP:=UTSP}

READ (UTSP,EFNDPROCY 3

IF UTSP GTR B+&=7 THFN

REGIN

WRITE (5% UTSKRIFTSPUNKT LIGGER UTEMNFOR TNYERVALLET.%):
GO TO ENDPROC:
END G
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- ==3 IF. FUTSP GTR UTSP THEN

'{559 BEGIN

.58 WRITE (C<1#%% UTSKRIFTSPUNYTENE LIGGFR IKKE T STIGENDE RFKKEFALGE.'»

| sg1 Als**%% DETTE MEDFPRER REDUSERT NAYAKTIGHET.'rAL1.13>)¢

. S62 END; o
553 GO TO UTSKRIFTSTEST: .

| Sgs MODATA: WRITE('#%* BRUKER HMAR TKKE SPESIFISERT UTSKRIFTSPUNKTER,')3
SeS ENDPROC: WRITE (< ¢#%% PROCFDURE PER ER TERMIMERT,'sA2,1>>); ]
556

!

END PROCEDURE PER;



6.8. Utskrift av PERDIAG.
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RVeDIP,.PERDIAG

VoUW e

PROCEDURE PERDIAG(FoAsBeHe YA, YDASDF e MeEPSFEOD) ¢

VALUE ArBrHsNeEPS,EOP}
REAL ArBrH,EPSH
INTEGFER N EOP?
ARRAY YArYDA:
PROCEDURE Fe¢DF:
BEGIN
ARRAY UNPI1,UNPIS,UMptINME g UNM2 o LINME » UNRMU p LIMNME , UNMA 2 LINMT »
FINsFINMLpFINM2 e FINMRpFINMG p FINMD s FIMNMApFINMT
VIeV2e V3o VL VS )W Q2(12IN)
SWITCH UVALGS=UV1 V2, UV3et1VU;
SWITCH FIVALGI=FIVI FIVZ,FYV3FIvVL;
INTEGER T rJrASFHE p ANTMH
REAL2 C1sC29C3sCHeCEvCHEICTICBICT,
RO'R1I/R2iRIpNRY»REeRA,
K1rK2 K3 KU KB KA KT KBIKG K10 K12: K25,
GrQ2T e Q4 I0AsCOSAPISTNQP AR
T1182+ 160 13GPeI9G2» 110913622012, 1263712611
112+ 13G10:I6GHL1+ I6G3R,136GAHsTAGE25 13,1 12RGAG
I3G40 P I3G2BsT6G17p 16011 IBG5s I8, 1ty
164, 1326G7,112865¢10G3,18G3,
15265+ 112863, I4G9,
132G13v IAUGRs IX2,IQURTII R KIMR:
REAL GNpGNMI1 o GMMZ 3y GNMBp GNMU » TOCOSQUNMUNMT 4
FUTSPsUTSP e H2 s HH e MH e MTNEPS » MUW s TE e MAKSDTIF o T
EKL e EKZ2rETSG2vETQGR ET192»FH 25 ETIOF I FILGHs
ER(EROIERTI pER21ERI s ERUIERS s ERAHERT+FRAIFROLERIDFRIL
BETAOYBETAL,BETA2yBETASZYBFTAUBETASI v RETASZ2/RETASS
ECL+EC2/ECI+FCUECHsFrorECT EC8B :
EQ2I+ECOSOsEISINQeEQS
BOOLEAN INR1,INR2: COMMEMT INTEGRASJON NR, 1 0G 2
RONLEAMN EPSFCORAMDRET:
FORMAT UTT(YUTSKRIFTSPUNKT® HEkART DT H, 8 XRyp Pk ® pA2) 7
FORMAT UTV({'LUSNINGSVEKTOR: '3 AL1s N {R1T7.9 XS} A2
PROCEDURE WEIGHT(EOPeUslMieW) s ’
COMMENT PROSENYRE SOM OPPRETTER OG OPPDATFRER FEILVEKTOREN W3
VALUE EOP»UrN; )
INTEGER EOP N3
ARRAY UsW:
BEGIN ,
T SWITCH Et=ELsE2F30
INTEGER 13
REAL S3
GO TO E(EQOP):
El: COMMENT ABSOLUTT;
FOR T:i=(1s1M) DO W(T)IzEKLS
50 TO SLUTT:
F2: COMMENT RELATIV:
FOR T:=(1:1+M) DO
BEGIN
SI=ABS(U(CTIN Y
WIIYi=IF S LSS 8-8 THEN &8 FELGSE EKi/S:
END I
GO TO SLUTT:
E3: COMMENT RBLAMNNDET:
FOR T:=(1:1¢N) DN
HEGIM
SIZABSUUI(IY)
W(I):=IF S GTR EK1 THEN EX1/S ELSE rKi;
END ¢
SLUTT:
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FriD PROCEDURE WEIGHT:

COMMENT

F sk ok koK kR ok R R Rokok ok ok ko ok sk ok STARTTEST 3o o o ok o ok s sk ok ol ok Kok ok kg ROk ook R kR
1F EOP NEQ 1 AMD EOP NEG 2 AND EOP NEQ 3 THEN

BEGIN S .
WRITE (tsks FEILOPSJON MR VARE 1, 2 ELLER 3.3 _ o -
GO TO ENDPROC?

END G '

READ(UTSP,NODATA)Y: COMMENT LESFR FBRSTE UTSKRIFTSPUNKT?

IF UTSP GTR B+&=7 THEN

BEGIN _

WRITE ("x%% UTSKRIFTSPUNKT LIGGER UTENFOR INTERVALLET ')}

GO TO ENDPROC: :
ENDG
COMMENT
Kok ok ok ok o kR ok sk soksorkoork s INITTALISERING s s ke s 3 g 3 o v ok 3 e ok o e oK Rk ok ok ok R kR K
BRUKER EN NYSTRZMMFTODE AV ORDEN 5 SOM STARTMETONE .

DETTE ER EN RUNGE-KUTTA-METODE FOR INTEGRASJUFN AV 2. ORDFNS PROBLEMER
* % * % * * *
FERST BEREGNES ENNFL VERDER SOM SKAL BRUKES OFTE 1 RUTiNEN;
Kl:=1.0&80%¢

K2:=2.0&R0%

K3:=3.0&803

Ktz 0&R0:

KBez5,.08800

Kf)::{)o O&RD;

KT7:=7«0&A05

K8:=R0820¢

KO:=0. 0880

K10:=10. 08807

K1p2:=12.0880¢

Kene=2b, 08804

1102:=K1/192.0R&0:

I12:zK1/7K270

I13:=KL/K3A:

I4e=I2*12:

16 zK1/KES

Ja:zK1i/KE8:

IiP:=KL/K123

132:=1I8%T1F

12G3:=I2%K3:
1128635:=35.,08R80/178.08&07%
1126311 =112%11.0&880%

1362 =K2%13;

19G2t=K2/K;

T190:=K1/19. 08807+

I3610ez=I3xK10¢
16641:=I6%41.0R&0¢
16635:=16%x35., 08803
13664 :=I6%128. 08807
13652: =161 04 0&30¢%
12640:=16%80. 08807
13628:16%56. 088010
I1AGLT7:=16%17. 08808
16611:=16%11.088&0: ,
1365:=I16%K103}
13622:=22.D&80*I 318
I6h:=K1/64, 084070
164GR=I6L%KEi
16uG13:1=16Au%x13,0R8N¢
I132613:=16U8GLI%K2;

(3267 e=lbhx 8. 0880
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227
128
129
130
131
132
133
135
135
136
137
138
132
120
L3
182
183
185
125
125
157
1=8
159
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
155
156
167
158
169
170
171
172
373
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185

112865:=164%2.58R07F

T I4G3:=IL%K3

I863:=12+TUG3}
132G65:=164%xK103
I1128G3:=164%1.5&80%
I4G9:=I4*KA;
EK1:=1.03

EK2:=2.0%
FK25:=25.0%
EI3G2:=2.0/3.0%
EI263:=1.5°¢
EI0G2:=2.0/9.03}
EI192:=1.0/192.0}
F16:=1.0/6.07
FIg:=1.0/4,0%
WRITE(UTTA):
WRITE(UTV,YA) S

FOR I:=(1r1eM) DO UNM4(I):i=YA(IL)?}
INR1:=TRUE?

COMMENT FARST BEREGNING AV PASSE Hi

STARTINTEGRASJONI
H2 1 =HxH§
EC1:=0.4*H;}
EC2:=0.08%H23
EC3:=EI3G2*H}

ECh:=EIGGR%H2} - o

EC5:=0.8%H;
ECHI=01p%H2}
ECT7:=E1122%H2i
FCR:=E1192%H}
T:=A3
Ji=0+ 3
FOR T:=(1s1,N) DO
BEGIN
UN(TI) t=YAC(I)
UMMT7(I):=YDA(T) 3
END I7-
oPPe
JizJd+1
F(TsUNPNsV1)?
FOR T:=(1,1,N} DO
BEGIN
ER1:=UN(IY?
ER2:=UNMT({I)}
ER3:=V1{IY;
V2(1) {=ER1+EC1%FR24FC2*ER2;
VB(I)::ER1+EC3*ER2+EC4*ER13
Yu (1) I=ER1+ECS*FR2+ECH*ERF}
END I3
FIT+EC1V2eNeVS) S
FITHEC3sV3sNeV2) 3
FOR I:=(1r1+¢N) DO.
VG (T)=va(I)+ECHE*VS(T)
FI(THECS V4 rNeV3R) S
FOR T:=(1s1«N) DO
BEGIN
ERO:=UN(I)}
ER1:=23.,0%V1(1)3}
ER2:=V5{(1)}
ER3s=VvV2{1)Ys
ER4:=V3{I)}
ERSI=UNMT7(I) ¢

123
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ERGI=UN(I) iZERDHH*ERSHECT* (ER1+75.0%ER2=27  NkFRI+K25%ERU ) §

UMM7(I) i=UNM7 (I)+FECR* (ER1+125.0%(FR2+ER4) ~81 . 0%ER3) ;5

IF INR1 THEN GO TO UV3;

GO TO UVALG(J)

Uvl: UNMB(I)IzERA; GO TO V43
Uvz2: UNM2(I)IZERES GO TO W4;

UV3: UNMI(I)I=ER6: GO TO V47

uvy:
END I3
IF ItIR1 THEN
BEGIN

H:=0.5%H;

INRYIZFALSE?

INR2 (=TRUE}

GO TO STARTINTEGRASJONG
END?

IF INR2 AND J EQL 2 THEN
BEGIN »
MAKSDIF:=MAX(FOR T:i1=(1+1N) DO
IF MAKSDIF LSS 8-10 THEN
He=SQRT (H*EPS)

ELSE:

BEGIN

ERO:=0.5% (EPS/MAKSDIF ) %16+

IF ER0 GTR 4.0 THEM FRO 4.0

HIZH*ERO}

END 3

ERO:=UTSP-A}

ABS (UNML (T)=tINM2 (1)) ) 5.

IF ERO GTR &-6 AND ERO LSS 2.,0%H THEN H!=n,5%xFRO}

IMR2:=FALSE:

GO TO STARTINTEGRASJONG
END;
FOR I:=(1r1eN) DO
BEGIN

GD TO FIVALG(U)

FIVi: FINMG(L) :=V1(I)}
FIve: FINM3(IL)y:=vi(1):
FIV3: FINM2(I):=vi{(1)}
FIVOa:; FINMI(I) i=Vi(I):
END X5

Te=T+H?

IF J LSS 4 THEN 60 TO OPP3
FIOTeUUNeNeFIN)?
DEF(T2UNNeO2)

FOR I:=(1s1,N) DO Q2(I):==H2%Q2(1)}

HH:=0.5%H7?
HOVEDINTEGRASJNON?
COMMENT

2 ok ok ok Kk kok ok R R ook ok ekok kR keokok ok PREDTKTERTNG s sk sk sk sk ok s sk ok sk ook ok s bk sk ok R okokokok ok

FOR TI:=(1.1.N) DO
BEGIN
E2I:=02(I1):
EQ2T:=GP1:
IF ABS(EQ2I) LSS R=12 THEN
BEGIN

WRITE('*x%x PERNDIAG KAN IKKE BRUKES PA PROBLEMER MED');
WRITE( sk NULLELEMENTER PA JACOBIMATRISPDTAPONALEN.')-

GO0 TO ENDPROC:
END G
t=SART(Q2I) ¢
EQi=Qqd
CoSQR:=CO0S(Q) ¢
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282
2835
285
285
286
287
288
289
290
221
202
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303

304

305
306
307
308
S0

125

ECOS0:=C0SQi
Qu*=Q2I1*0213
IQ6:=K1/(@4*ORI):
GN::HE*FIM(I)+E®21*HN(I);
GNMl::szFINMi(I)+E021*UN”1(I);
GNM2::H2*FINM?(I)+EOZI*UN”2(I);
GNMS::H2*FINM3(I)+EQEI*UNM5(I);
GMM&::HE*FINMQ(I)+5921*UMM4(I):
TOCOS@UNMUNMl::EK?*FCOSQ*UN(I)-UNMl(I)F
BETAO:Zlaé*(K2—16641*021+“5*94~(K2#16635*Q2T+K2*0u)*cnga);
BETAl::IGé*(—K8+13664*621—K9*@4+(K8w13652*091)*CQSQ};
BETA2::IQ6*(KIZ-K25*021+K10*@4-(K12“19.U*02Y)*COS@):
BETA3::IG6*(—K8+136H0*@2I—K5*®4+(K8—15628*®?I)*FOS@):
BETA#::IGB*(K2~16617*@21+n4—(K2-16611*@21)*COSQ}:
UNPlS(I)::BETAO*GN+RETA1*GNM1+BETAZ*GNM2+PETAE*GNM3+GETAH*GN%Q
+TOCOSAUNMUNML S , i
V2(1T::I@ﬁ*(K?-16617*921+04—(K2-16611*Q21)*POSQ):
BETASL::IGé*(-K8+13G22*02T+(KR*I3610*@21—K2*®H)*CGSQ}=
BETAsz::IQﬁ*(K1?~K7*Q21+®u—(K12—@?1)*COSQ}:
BETASS::I@&*(-KR+13G10*QZT+(K8+1362*Q21)*cOQQ):
UNPl(I)::RETASl*GM+ﬁETA52*GNM1+BETA53*‘GNME—ETM#GNM3)
+TOCOSAUNMUNML § : ’
END I3
F(T+H.UNplstrv1): ;
FOR 1:=(1¢1¢N) DO HNPl(I)::UNP1(13+V2(I}*(H2*V1(I)+@2(I)*UNP15€I)):

COMMENT %X HAR NA FUNNET K ORREKTOREN ESTIMERER SA GLOBAL FEIL. Hokk
xx%x GLOBAL FEILZLOKAL FEIL/He sk §

WEIGHT(EOP!UN!NvW)F
TF ¢+ =MAX(FOR 1:=(1e1et) DO hBS(UNDl(I)-UN91C(T))*W{I))*Ilqs

MU s =MAX (FOR I1=(1e1sN} DO ABS (UNP1 (1)) *W(I)) 3
MINEPS:=1 . bOR=R¥MUM; COMMENT MINSTE EPS EN KAN KREVES
IF EPS LSS MINEPS THEN _ _
BEGIN

1F EPSFORANDRET THEN

BEGIN ;
WRITE (LY %k RUTINEN KREVER NY EPSFORANDRIMG.'rAID

“+xx% DETTE TYDER PA STADIG GRENDF Lgsw:ms,v,nl,
vxxk MENS RRUKER GNSKER ARSOLUTT FFILTESTING-'FAia
vakk BRUK PLANDET FEILS EOD:E.';A1.1)>)3

G0 TO ENDPROC :
END S
EPSFORAMDRET::TQUE;
EPSt=MINEPSI
WRITE (KL s x%* FPS ER KREVD FOR LITEN FOR DFTTE PROBLEMFT e ALy
vxxk 1 FOPHOLD TIL DEN GITTE MASK}NN@YAKTI@H{T.!.Ale
txx%x EPS FR AV RUTINEMN FORANDRET TIL ‘rR1093v'.'rA191>>p
MINFPS) ¢
END
1F TF/H G61R EPS THEN 3
BEGIN
COMMENT
wx¥ SKRITTET ER FOR 'STORT 06 Mp HALVERES. #*%%j
MH::l.MQ&“B*ARS(T):
COMMENT ‘
K%k MH ER MINSTE TILLATTE H PGA. MASKINNﬁYAxTIGHETENo ok ok}
IF 0.5%H LSS MH THEM

BEGIN
URITE (44 ¥** SKRITTET ER AV RUTINEM KREVD UALVERT *eAly

vexk DETTE ER IMTDLERTID UTILRADFLIG PGA DEN GITTE ¢
Y MASKINMAYAKTIGHF T P r ALy

vxx% PREVER DERFOR MED LITT FOR START SKRITTTeAle
vxxk T HAP OM AT VANSKFLIGHETEM FR LOKALe'2Alo1>>)17

4_____________:j-----lIIIll.-.-...........lll.lll
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ANTMH:=ANTMH+1 2
TF ANTMH GTR 3 THEN
REGIN \
WRITE(LC Y x*%x HAR MNA BRUXT FOR STORT SKRITT 3 GANGER. 'eAly
tx¥% NET FR UHOLDBART A FORTSETTE,'rA1.,122)7%
G0 TO ENDPROC;
END?
GO TO NMOCHANGE §
END
ELSE ANTMH:I=O0: : 7 !
COMMENT . ,
k%% INTERPOLASJON FOR A FINNE UeN=1/2 06 UsN=3/2, *k*x}
FOR I:=(1+1,MN) DO
BEGIN
R2T:=Q2(1) e
EQ2I =021} , , b
0:=SQRT(Q21)3
FQe=03
NG zR2I*N2T
T1Q6:=K1/(Q2IxQ4)
QR:=12%Q;
TSINQI=K1/8IM(@)
EISINQ:=ISINGSG
RO:=SIMN{QRI*ISINDG;
FRO:=RO?}
R1:=(K1=COS(Q))*R0:
R2:+=K1-COS(QR) ¢
R3:=R1+RZ3
RYy:=(R0O=I2)*021;
R51==R1+P23} '
FRAEISSINIEQ*EI2G3)*EISING G
C1:=—-112G11*Nn2T+K1l;
C2:=04+I3GHX02T=K4 3
C3:1=Q2T+K33
Chr==I2%N21+K6;
CH:=I3*Q2I1+K4;
C7:=I12%0G21+K1}
GNe=H2xFIN(I)+EQ2IxUN(I)
GNMl:ZHE*FINMI(T!+EG?I*UMM1(I);
CGNM2Z t=H2xFINM2 (IY+EQ2IxkUNM2 (1)}
GNM3tZHR2XFINM3(I)+F Q2T % UMM (T) ¢
GNMY t=H2xF INMY (1) +F Q2 IxUNMG (1) 3
UNMLG (I) s=UNM2(T) 3
RETAO:=IR6* (C1xR3+RU+I112°635%QU~IBG3*Q21) ¢
RETAL:=106% (C2%RA~CI3xRU~TI2G13xQU+T263%02I)
BETA2:=106% (CU¥RI+CI*RY=THUGI*Q4=THGI*N2T) ;
RETA3:=IN6* (~CAH¥HI=RU+TI>G7xAU4+12G3%021) }
RETA4:=I106%(CT7T¥R3I=T112865%QU4=~1863%Q21)
FR7:SER&¥UNMT (T)=-ERO*UMM2 (1)
+RETAD*GN4+RETAL*GMNM1+BETA2*GNM2+BETAZIRGMMA+RETAURGNMY §
RETAD:=I106* (C1¥Re~RU~I1122G5%Q4+IR*Q21)}
PETAL:=I106% (C2*RH+C3*RU=-T324N4=-I12%xQ21) 3
RETAZ2:=I106% (CH¥RBH=CI*RUHTHUG13xQU+TYGI*Q21) ¢
RETA3:=1Q6% (~CH*kRE+RU=TIPG54N4=T12%021) 3
RETAY:=I06* (C7T*xRE+T112863«Q4+18%Q21)
ERAITEROH (UNML (I)+UNM2(TY)
+RETAOXGN4BFTA1*GNMI+BETA2KGNM2+BETAZ£GNM3+RET AU RGMMY §
UNM2(I) :SUNMYI(TI) 5
UNMIC(I) i=ERT
UNM3(I) ' =ERS8S
FIMMU(T)Y:=SFInMP(T )¢
FIMM2(TI):=FINMLI(TI)



)

END I:

FOT-HHsUNML N FINM1) 3
F{T=1e5%HsUNMIsN,FINMZE) ;

ASEHE =07

Hez=HH:

H2 s =H*H?

HH: =0« 5%H?}

FOR I:=(1r1,%) N0 Q2(T):1=0.25%Q2(1)%
COMMENT

P

s%x% HAR MA GJORT KLAR TIL A INTEGRERE PA MYTT MED HALVERT SKRTTT. =

GO TO HOVEDINTEGRASJON;
END FOR STOR H

ELSE

IF TF/H LSS 0.005%EPS AND ASEHE GEQ 3 THEN
BEGIN )
COMMENT

*%% SKRITTET VAR FOP LITE 0G R#AR DOBLES. SKRITTET AKSEPTERES. *%*;

HH:=H?
toFEK2Z2xH;
Ho kXM )
DE(THHH UNP1eNeD2) §
FOR T:¢=(1s1eN) DO Q2(T1):==H2*Q2(I)}
FIT+HHUNPL1eNsFIN); :
FOR JI:=(1,1eN) DO
BEGIN
UNCI)Ys=UNPL(T) S
UNMZ2(T) ¢ =UNMA(T)
UNMBC(T) izUNMR(T )
UNMBCT) s=UNMT7(T) 4§
FINM2(I):=FIMMB(T)?
FINMA(I)s=FIMNMS(I)?
FIMMU (I} sx=FINMT7(I)}
END I
AGEHE:=0}
Te=T+HH]J
GO TO UTSKRIFTSTEST!
EMD FOR LITEN H3
NOCHANGE ?
COMMENT
s%x H ER PASSE STOR FLLER ENDRING ER UMULIG. SKRITTET AKS
LAGRER FIsN41 T UNMT,.3
ASFHE $=ASEHE+1} ' )
FOR I:=(1:1N) DO
BEGIN
UNM7Z(I) e=UNMO(I)
UNMA(T) $=UNMD(IY?
UNMMS({TI) s=UNMYG (I}
UMML (T ) tSUNMSB(1)
UNMB(I) s=tINM2{1)
UMM2 (1) t=UNML(I)
UNML(I) t=UN(LY?
UN(Y) $=UNPL (I
FYNMZC(IY:=FINMO(T)
FINMAG(I) tFINMS(T)
FYNMB(I) t=FINMLE(T)
FINMG(L) 1=FINMZ(TI) 3
FINM3(I)i=FINM2(T) S
FINM2{IY i=FINML(I)}
FINMI(I)SZFIN(I)
END 1%
Ti=T+H?
FIT UNPLeNeFINY G

FETERES. *:



e DF(TsUNsN,Q2) 3 128
= FOR I:=(1rleN) DO R2(1)iz=-H2%Q2(1)}

et COMMENT

.37 %% HAR MA TATT ET PASSE SKRITT 06 ER KLAR TIL A TA ET NYTT SURITT . ¥%
s . UTSKRIFTSTEST:

Az IF UTSP 6TR T THEM GO TO HOVEDINTEGRASJON; .

L Xy =K1+ {(UTSP~T) /H;

e ER:=R?

ez R2:*=I2%R%x (R+K1) 3}

a3 R3:==R2% (R+K2) x13;

———— R ==RI%(R+K3}xI4} _

ses RS ¢ =KU*RY; A

azz R6:=K3*R3: ) B

ey C1¢=R2=-R3=R5} )

zap C2t=KU*R2;

223 C31==K2%R2+ROE+KOHXRY ) )

*50 C4s=KB*R23:

as51 C5:=R2=R6=R5}

as> CH:=R3+RU:

853 FOR I:=(1,1sN) DO

RS BEGIN

®55 Q2I1:=Q2(1);

ass _ EQ21:=Q21; ) o ]

857 Qt=SQRT (021}

&£58 EQ:=Q+

859 QU :=Q2I%Q21;

250 I06:=K1/ (N21*04); ;

261 QR :=Q*R} ’

852 ISINQ:=K1/SIN(G)

253 FISINO:=ISING:

854 C7:=SIN(GR)*ISINO;

865 EC7:=CTi

856 C8:=(K1=-COS(Q))*CT+K1=COS(QR)}

257 CO:;=(CT7=R)*Q21}

253 ER7:=106% ( (=112611%02T+K1) *CB+CI+RU*QU=R2%0>1) 3

859 ERS::IQé*((®4+138%*021"K4)*C8“(Q2I+K5)*C9+C1*QM+C?$@2T};
&70 ERO:=IQ6#* ((~12%xN2T+KE) *C8+ (O2I+K3) *CO+CIx0L-CUXO2T ]

E71 ER10:=IQ6% (= (I3%N2I+K4) ¥CR-CI+CHXOR+C2¥N2T ) '

B72 ER11:=106%((112%021+K1)*CR+CO¥QU=R2*Q21)

873 GNet=H24FIN(I)+EQ2I*UN(CI)} .

BTy GNM1 $=H2*FINMI (T)+EN2TxNML (1) 3

575 GMM2 ¢ =H2¥F INM2 (T)+EQ2TxUN2(1) 3

576 GNM3 s =H2%F INM3 (1) +EC2T#UNM3 (1)

877 GNML ¢ =H2AF INML (T)+EN2TxUNML(T) §

878 Vl(I)::EISINQ*(SIM(E@*(ER+1.0}))*UNM1(1)~FC7*HNM2{I}

579 +ER74#GNFERRRXGNM1+ERG*GNM2+ER L 0¥ GNMA+ER 1 L AGNME
&80 ~ END Ij

81 WRITE(UTT»UTSP)

£82 WRITE(UTVsEOR Ti=(1e1eN) DO VI(I))}

E83 FUTSP:=UTSP;

5RY READ (UTSP ENDPROC) ¢

585 IF UTSP GTR B+g&=7 THEN

86 REGIN :

587 WRITE( *#%* UTSKRIFTSPUNKT LIGGER UTENSOR TNTERVALLET.®):
288 60 TO ENNPROC:

489 END3

490 IF FUTSP GTR UTSP THEN

891 BEGIN

592 WRITE (<< P+%% UTSKRIFTSPUNKTENFE LIGGER IKKF T STIGENDE REKKEFELGF o "¢
593 ALy t#%x NDETTE MENFERER RENUSERT NAYAKTIGHET. feAle122] 1
L9y END;

505 GO TO UTSKRIFTSTEST;

596 NONATA?! WRITE (t#x% BPUKER HAR TKKE SPESIFISERT UTSKRIFTSPUNKTER.®) 3
597 ENNPROC: WRITE(LC'*x¥ PROCFDURE PERDIAG FR TERMINERT . 'r AR 122) 7 '

4og END PROCEDURE PERDIAG!
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6.9. Utskrift av SC4.
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PROCEDURE SCU(FrAsRyHe YA YDANrEPSECP)

VALUE ArBeH)N2EPS,EOP
REAL ArBrHiFPSH
INTEGER MNsEOP;

ARRAY YArYDAS
PROCEDURE F3

BEGIN
ARRAY UNP1pUNP1S N, UNML p UNM2p UNMZ y UNME ¢ UNMS ¢ LINME p UINMT 0

FIMsFINML FIMM2 s FIMNMA FINMU s FIMMb e FIMNMA s FINMT
VIeV2r V3P VUrVSeWILINYG
SWITCH UVALGIZ=UVINIVZ2pUV3eIVES
SWITCH FIVALGIZFIV1 FIV2,FIV3,FIVHS
INTEGER IrJe ASEHE » ANTMH
REAL CleC2+C30CLH S5, CH2CTCBr
RO'R1/R2'R3+PU,PS5yRER7IRBeRIsR10rR11s
T H2eHH
1192,1240/+16¢1300713G2+19G2
119, 12406299,115G6111120G97¢15G2»
1240619+ 1206171600
1120G67¢112
FUTSP yUTSP» SeMH e MINEPS e MUW » TR o MAKSDIF T
ROOLEAN TNR1»INRZ2: COMMENT INTEGRASJON NR, 1 06 27
BOOLEAN EPSFORAMDRET: :
FORMAT UTT(*UTSKRIFTSPUNKT: kkwkk t pDTAR B B Vbt %Tp A2} 3
FORMAT UTV(CLESNINGSVEKTOR e AL INS(R17.9,¥5)»A2) 3 '
PROCEDURE WEIGHT(EOPsUsNoW) ¢ .
COMMENT PRGOSENYRE SOM OPPRETTER OG OPPDATFRFER FEILVEKTOREN Wi
VALUE EOPsUrN?
INTEGER EOQOP»N?
ARRAY UsW3
BFEGIN
SWITCH E=EL1«E2¢F 3}
INTEGER 1
REAL S5
GO TO E(EQR):
£1: COMMENT ABSOLUTTS
FOR T:=(1r1eM) DO W(T)EZ=1.07
GO TO SLUTT;
F2: COMMENT RELATIV:
FOR I:Ztlfltp) no
BEGIM
Se=ABSUCTIY)
W(Iy:=IF S LLSS &=8 THEN &8 FLSE 1.0/5:¢
END I3
GO TO SLUTT:
F3: COMMENT RLANDET?
FOR T:=(1:1+M) DO
BEGIN
S Se=zABS(H(IY )}
D WLI):zZIF S GTR 1.0 THEN 1.,0/5 ELSE 1.07%
END ¢ ;
SLUTT:
END PROCEDURE WFIGHT?
COMMENT

g ok A K Ak ok ok R Kok ootk ok ok k. STARTTEST sk sk stodotokagoddolok ook dokodokob ok ok

IF EOP NEQ 1 AND EOP NFQ 2 AND EOP NEQ 3 THEN
BEGIN

WRITE('s+% FEILOPSJON MA VARE 1, 2 ELLER 3,°%)}7

60 TO EMDPROCH

ENDG

READ(UTSPNODATA); COMMEMT LESER FARSTE UTSKRIFTGPUNKTS
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IF UTSP GTR B+R-7 THEN
BEGIN

WRITE(t#*x*%x UTSKRICTSPUNKT LIGGER UTEMFOR INTERVALLET.'):

G0 TO ENDPROC: ' e ’
END;

COMMENT

ko ok Rk Rk kR Kok ko sok ook kkx INTTTALISERING  skokokokskok ook okokoR ok e Rofor o sofosokok
BRUKER EN MYSTRgMMETODE AV ORDEN 5 SOM STARTHETODE.
DETTE ER EN RUNGE-KUTTA=-METODE FOR INTEGRASJFN AV 2, ORDENS PROBLEMER
* * * * * % %
EARST REREGNES EMNFL VERDER SOM SKAL BRUKES OFTE I RUTINEMN: l
1192:=1.0/192.03
1240:=1.0/240.0;
16:=1.0/6,0; o
112:3100/1210;
130:=1.0/30.05
1362:=2.0/3,0i
19G21=2.0/9,03
119:21.0/719.07+
12406299:=299.0/240,07
I115611:¢=11.0/15.07
I1120G697:=97.0/120.03
IsG2:=0,U;
1240G619:=12.0/240,0;
120G17:=17.0/20.03
16N:=1.0/60.0%
1120G7:=7.0/120.07%
WRITE(UTT»A) ¢
WRITE(UTVsYA) B
FOR I:={(1e1sN) DO UNMU(I)I=YA(I)}
INR1:=TRUE?
COMMENT FAaRST BERFEGMIMG AV PASSE Hi
STARTINTEGRASJNN:
H2 s =H*H;
Cl:=0.,4%H;
C2:=0.08xH2}
C3:=13G2%H:

Cue=I9G2*xH23

C5:=0.8%H;}

CoH1=01E6XH2T

C7:=1192%H23

C8:=1192%H1
Tiz=A:

:=0;i
FOR I:=(1:.1,N) DO
BEGIN

UM(TI):=YA(I) ¢

UNM7(I) :=YDA(T) }
END T3
OFP:
Jr=dJtld
FI(TeUNeNeVI1) S
FOR I:=(1,1sN) DO
BEGIN

R1:=UN(I)?

R2:=UNMT(I)}

RA:=V1I(I)}

V2(I):=R1+C1*R2+C2%R3}
VE(I):=R1I+C3*R2+CUXR3}
VU(I):=R1+CO*R2+CH*RI}
END T3
FIT+C1leV2eNeVD)}
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158
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185

FUT+C3r V32N V2) 3
FOR t=(1e1N) DO
VG (I) 3=vu(I)+CAxYS(I) ]
FITHCSr VU MNP VI) S
FOR T:=(1r1sN) DO
BEGIN
RDS=UNI(T) 3
Ribz=2s.0%¢LL1);
R2:=V5(1):
RAI=V2(I):
RUt=V3(I)3
RS:=UNMT7(T) ¢

R6:=UN(I) ! =RO+H¥R5+C7%(R14+75,0%R2-27 , 0%R3+25,0%RL) ;

UNM7(I) i=UNM7(I)+C8%(R1+125.

IF INR1 THEN 6O TO UV3;
GO TO UVALGI(J)3:

0*R2=81,0*%R3+125,0%R4);

Uvie: UNMA(I)Iz=R67 GO TO UVY:
Uves:s UNM2(I):iz=Re; GO TO UV
Uv3: UNMI(I)i=R6; GO TO UVL4;

uvk:
END I3 Lo
IF INR1 THEN
BEGIN

120 5%H}

INR1I=FALSES

INR2:=TRUE}

GO TO STARTINTEGRASJON:
END;
IF IMRZ2 AND J EQL 2 THEN
BEGIN

MAKSDIF :=MAX(FCR T:iz=(1,1 M)
IF MAKSDIF LSS R-~10 THEN
H:=SERT (H*EPS)

ELLSE

BEGIN

RO:=0.5% (EPS/MAKSDIF)Y**1R;

IF RO GTR 4.0 THFN ROIz=4,07

Hi:=H*RO:

END?

RO:=UTSP=A;

DO ABS(UNM1(I)=UINM2(I))}}

IF RO GTR &=-6 AND RO LSS 2,0%xH THEN H:=0,5%007%

INR2:=FALSES
GO TO STARTINTEGRASJOM;
END G
FOR I:=(1s1sN} DO
BEGIN
GO TO FIVALG(J);
FIV1: FINMG(I)2=vi(1)
FIV2: FINM3(I)i=Vi(T1)
FIV3: FINM2(I)i=vi(T)
FIva: FINMICOI):=VI(TI)
END I3
Ti=T+H?
IF J LSS 4 THEN 60 TO 0OPP3:
F{TeUNsNsFIN)Y?
HH!=0 «5%H3} _
HOVEDIMNTEGRASJON:
COMMENT

-8 wWwe Wl wmy

s e ok ok o ok K o ko gk R 3R ke kskkoRok ok kool PREDIKTER ING s skook s stoofe ok o ke ofe s o ol sk 3 o sk ke st o sk doge 2 ok

FOR I:=(1r.1,N) DO
BEGIN
VI(I) =2, 0%#UN(I)Y=UNMI(TI)

'.._!

[¥8]
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a7
1R85
189
190
191
292
s
19¢
195
196
197
198
399
200
201
202
293
204
205
206
207
288
202
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
P
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
2u2

243

244
245
246
247

B T ’ 32
UNPlS(I)::Vl(I)+H?*(I?4QG?99*FIN(T)—IISGli*ﬁINMl(I)+1120G07*FIN“2(II
~I5G2xFINM3(I)+T2406G19*xFIMMU(TI) )}
END I3
COMMENT
sk Ok K K o oKk R R K ok kR kokokosk kR kskk KORRIGERING sk s skt sk ok s Kook ok o ok o e ko ok Kok koo e ke sk
COMMENT LAGRER FIeN+1 I V2; ‘ '
FI(TH+H,UNP1S N2 V2)
FOR I:=(1:1.N) DO
BEGIN
UNP1(I) =V (IY+H2*(1280G10%xV2(I)+T20G17+FIN(I)+I112067*FTNMLI(])
+I160%FINMMR2(T)=T240%FINM3(I) )3

END I}
COMMENT *%% HAR Na FUNNET KORREKTOREN, ESTIMFRFR SA GLOBAL FEIL, ***
%% GLOBAL FEILZLOKAL FEIL/H. ) _ o - * ¥
WETIGHT(EOP s UNeNpW) ¢
Se=MAX(FOR I:=(1,1+M) DO ABS{UNPL(I)=UNPIS(T))*W{(I})*I19;
MUWS=MAX(FOR I:=(1+,1sN) NO ABS(UNPL(T)IXW({T))3}
MINEPS =1 ,498-RxMUW; COMMEMT MINSTE EPS EN KAN KREVE
IF EPS LSS MINEPS THEN o
BEGIN i R
IF EPSFORANDRET THEM
BEGIN
WRITE (<< k%% RUTINFN KREVER NY EPSFOFANDPIMG,'eAlr
vix¥x% DETTYE TYDER PA STADIG BKENDF L ASNINGe*sAl:y
txxk MENS PRRUKER BMSKER ABSOLUTT FFRILTESTING. ' rAly
tixk BRUK RLANDET FEIL: EOP=S+'rA1,122)0
GO TO ENDPROCH

ENG

EPSFORANDRET S =TRUE

EPS!=MINEPS;

WRITE (L t*** FPS FR KREYD FOR LITEN FOR DFTTE PRORLEMET*s201»
vxkk T FORHOLD TIL DEN GITTE MASKINNGYAKTIGHET.'»Ale
txxkx FPS FR AV RUTINEN FORAMDKET TIL *¢rR10.3¢ "' rAlelD>Ds

MINEPS) @
ENDG , .

IF TE/H GTR EPS THEN

BEGIN

COMMENT

**% SKRITTET ER FOR STORT 0G MA HALVERES, *xx?
MH:=1.498=8%ARS(T)

COMMENT

#xx MH ER MINSTE TILLATTE H PGA. MASKINMEYAKTIGHETEN, ¥%*;

IF Q.5%H LSS MH THEN

BEGIN

WRITE (<< %%%x SKRITTET ER AV RUTIMEN KREVD HALVERT.'sAls
vxxk DETTE ER IMIDLERTID UTILRADFLIG PGA DEN GITTE '
YMASKINNGYAKTIGHE T« Y2 ALy
txxk PRAVER NDERFOR MED LITT FOR STORT SKRITT'rAls
vekk I HAP OM AT VANSKELIGHETEMN FR LOKAL.'rAl.1D>)3

ANTMH:=AMTMH+1}

IF ANTMH GTR 3 THEM

REGINM

WRITE (<< T4%% HAR NA BRUKT FOR STORT SKRITT 3 GANGER. 'rAle
tekx DET FR UHOLDBART A FORTSETTE,'rAl.123>) 7
GO TO ENDPROC

END

GO TO NOCHANGE:

END

ELSE ANTMH:=0:

COMMENT

k4% INTERPOLASUON FOR A FTNNE UpN=1/2 06 UpN=3/2, *%*}

R2:=0.180625%H2}
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R3:=0.328125%H2}
FOR I:=(1s1eN) DO
gEGIN
R0:=0-078125*(UNM3(1)+UN(I))+O.421875*(UNM2(13+UMM1(I))
ok (FINM2 (T)+FINMLLT) )i
R1::-0.078125*UNM3(I)—0.359375*UMM2(1)+1.453125*UNM1(I)
—Do015625*UN(I)+R2*FINM2(Il+R3*FIMM1(I)3

UNME (T) $SUNM2(T) ¢ B i

HNMB (D) s =ROS )

UNM2 (1) $=UNMI(T) 7 s AP

UNM1 (1) s=R17 S |

EINMU (1) $=FINM2(T) 3 B11 f;lj;:[_ijfjff]h

FINM2(T) s=FINML(T) P

END I AN T e I b s o

F (T=HHsUNML Ny FINML) o -
F(T—I.S*HvUNMBvN;FINMS)i et . s
ASEHE =03 ol T

He=HH? e . oy i

H2 s =H*HS o [ ————

HH:1=0 e« S*H} , R o

COMMENT .

+x% HAR NA GJORT KLAR TIL A INTEGRERE PA NYTT MED HALVERT SKRITT. *%
GO TO HOVFDINTEGRASJOMI e s————— '
END FOR STOR H o
ELSE _ B
16 TR/H LSS 0.005%EPS AND ASEHE GER 3 THEN
BEGIN , .

COMMENT i ,

wx% SKRITTET VAR FOR LITE 06 RA? DORLES. cKPITTET AKSEPTERES. ok §
HH:=H? S .
H::Z.O*Hi

Ho s oH*H}

F(T+HHPUNP L NeFINYE

FOR I:=(1.1sN) DO

REGIN

UN(I) $=UNPLIT) S

E%EgggﬁaﬂﬁﬂﬁiﬁgEﬁlB!EBlIu-uvuuau--_

284 DNM2 (1) $=UNM3 (I

285 UNMB3 (T) $SUNMS(T)

286 UNMG (T) $ZUNMTZLT) 3

287 FINM2(T) s=FINM3 (L)
288 FINM3 (1) $=FINMS(T)
289 FINMA (1) t=FINMT (1)
220 gEnp I3

291 ASEHE $=03

222 Te=T4+HHS

293 60 TO UTSKRIFTSTESTE
2904 END FOR LITEN Hi

225 NOCHANGE ¢

2°6 COMMENT

297 +%% H ER PASSE STOR FLLER ENDRING ER UMULIG. SKRITTET AKSEPTERFG. ¥%3
298 LAGRER FIenN+1 1 UNMT o § :
299 ASFHE ¢ “ASEHE+L] ‘
300 FOR I:=(1r1sN) DO

301 BEGIN

302 UMM7 (1) $SUNMB (L) §

303 UNM6 (T) STUNMD (I §

304 UMMS (1) s=UNMECT) 3

305 UNMG (1), 8 ZUNMS (1)

306 UMMB (1) 1zUNM201) 3

307 UNM2 (1) s=NMLCD)

308 UNMY (1) 3=UNCDY

309 UM (I) $ZUNPLI LD

e —— T
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€N:
a2
N3
315
35
36
N7
315

319

21
22

<

3z2e
325

o
327
328
329
330
331
332
S35
334
335
336
337
338
339
340
351
382
383
3ny
385
346
387
348
349
350
Bo 1
352
353
354
355
356

R1:z5~1.0;

FINMZ(I)t=FINME(T1)
FINMG(I):=FINMS(I);
EINMS (1) $=FINMG(I);
FYNMG({I)e=FINM3(I)3
FINM3(I) $=FINM2(1);
FINM2(I) s=FINM1(I);
FINML(I) S=FIN(I)
END I
Ti=T+H?
E(TrUNPLs/NeFIN);
COMMENT ,
wx% HAR NA TATT ET PASSE SKRITT 0G ER KLAR TTL A TA ET NYTT SKRITT.x#
UTSKRIFTSTEST:
IF UTSP GTR T THEN GO TO HOVEDINTEGRASJON;
S1=3. 0+ (UTSP=T) /H3 | S
RO:=S+1.0; LT I k. W A

R2:=5-2.0}
R3::S-3n0:
R4t=S=-4,07%
R5:=3.0%5%S;
R6:==130%(R5=12.0%5+5.0) #R1*R2%R3?:
R7:=0e1%(R5~10,0%5+12.0)*%S«R2%R3;
R8:=—=0.1%(R5~8,0%x5+9.0)*S*R1*¥R3;
RO*=I30% (RS5=6¢ %S~ ,0) xS%kR1*R2}
R10:=0.1%H2%xS*P1%xR2%xRI*RY 3}
R11:==0.,1%H2¥R0*S*R1*¥R2%R3;
WRITE(UTT UTSP) §
WRITE(UTV,FOR Y:=(1,1+M) DO
REXUMMB (T)+R7%UNM2 (T)+R8¥UNML (I) +RO=IN(I)FRIOKFINM2 (T)
FR1I1I*FINMI(T) )}
FUTSP:=UTSP;
READ (UTSP,FENDPROC) 3
IF UTSP GTR B+8=7 THEN
BEGIN
WRITE(v%x%x UTSKRIFTSPUNKT LIGGER UTENFOR INTERVALLET.*) 3
GO TO ENDPROC:
END? :
IF FUTSP GTR UTSP THEN
BEGIN
WRITE (<L %% UTSKRIFTSPUNKTENF LIGGER IKKF 1 STIGENDE REKWEFELGE.'r
Ale Y¥x% DETTE MEDFBRER REDUSERT NAYAKTIGHET.'sAL.122)7
END;
GO TO UTSKRIFTSTEST: ,
NODATA: WRITE (%% BRUKER HAR IKKE SPESIFISERT UTSKRIFTSPUNMKTER, )3
ENPPROC: WRITE (L '#%x% PROCFDURE SC4 ER TERMINMERT .Y ¢ 82,1201}
END PROCEDURE SCH3 -



135

7. TEST AV RUTINENE.

Som beskrevet i foregdende kapitler er det laget tre rutiner
bygd p& de metoder som er beskrevet tidligere. ,

PERDIAG bygger uten tilnermelser pa prediktor-korrektor-
metoden ’I”I‘SC4 basert pad de trigonometrisk tilpassete Stgrmer-—
og Cowellmetoder med k=4 (Orden 5). Rutinen muliggjgr trigonometrisk
tilpasning med en diagonalmatrise. I testene brukes Jacobimatrisen
hvis denne er diagonal, ellers en diagonal tilnermelse til denne.

PER bygger ogsd pa TTSCé, men anvender polynomisk approksima-
sjon til cosQ, hvor Q er en generell reell matrise. Rutinen kan
tilpasse med en vilkdrlig reell matrise. I testene anvendes systemets
Jacobimatrise.

SC4 er bygd over en prediktor-korrektormetode basert pa
Starmers og Cowells metode med k=4 (Orden 5). Den anvender altsa
ingen trigonometrisk tilpasning.

Alle rutinene bruker samme administrative instruksjoner
og har samme startmetode. De er kodet uten sikre dummyoperasjoner
(addisjoner og multiplikasjoner med null og liknende). Som start-
metode gjgres bruk av en Nystrommetode av orden 5 for lgsning av
baneproblemer(§"=f(x,§)}. PER og SC4 bruker polynomisk interpolasjon
ved halvering av skritt og utskrift i vilkérlige punkter. De tre
rutinene er listet i kapittel 6.

Rutinene er testet ved hjelp av 8 testproblemer
(betegnet T1-T8). Avhengig av problemets art er det bedt om absolutt,
relativ eller blandet feilestimering i rutinene. Med blandet feil
menes her absolutt feil for komponenter som er mindre enn eller 1lik

1 i absoluttverdi, ellers relativ feil.




7.1. Testproblemer.

Tis

= -+
Lpsning: y =

cosx |
sin2x

Absolutt feilestimering.

T2:

y (0)

Lgsning: y =

1 2
1+x (1+x)3

=1rY'(0)=0

2 1
; B i
sinx 1T

Absolutt feilestimering.

T3

v (0)

Lgsning: ? =

[] o]

cosx + xsi]

sin2x + x

Blandet feilestimering.

13



137

T4:

y" = 100 (cos2x-1)y

y(0) =1, y'(0) =0
"Lgsningen" er beregnet ved hijelp av en rutine som
lgser stive 1. ordens system.Feilen ligger rundt s TP
Blandet feilestimering.

Bhi
Zn R . - ] :
y'® W emm oy (Newtons gravitasjonslov med
|| skalerte enheter)

N Ly 0
y(0) = r y'(0) =
0, 1

N cosx
Lgsning: y =

sinx;

Absolutt feilestimering.

TH s
- ~£.n131 3o}§
11} 180 -56]
(3} 9
y(0) = },1?'(0): 1
. {1 -8
5 cosxt2cosdx+siny+2sindx
Lgsning: y = |- ;
4dcosx~3cosdx+dsinx-3sindx

Absolutt feilestimering.
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T7 = X5
+l|’ ’

¥y = 4

X

L =
Lgsning: vy =

6
-3-6-}{ - x + 4

Relativ feilestimering.

T8:
y" = Lo((Iny+x) +x)
X

y{l) =i , y" (1] = }
Lgsning: y = X

Relativ feilestimering.

Alle rutinene er anvendt pad T1-T5. PERDIAG er ikke prgvd
pd T6-T8. I PER brukes tilpasningen

2 3

A= e alle tilfelle. Dette gjelder ogsa PERDIAG bortsett

3y

fra for TS5 hvor Jacobimatrisen ikke er diagonal. Her brukes
2 _ il

ey et
v |

Vi har spesifisert estimert global feil "eps" lik 1O

2
) I
1074 og 107°® for alle problemer.
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7.2. Presentasjon av testresultatene.

For hvert testproblem er det valgt 5 x-verdier hvor
lgsningen er beregnet ved hjelp av de tre rutinene. Global feil
er beregnet (svarende til type feilestimering for problemet:
absolutt,relativ eller blandet). For hver integrasjon er anvendt
eksekveringstid (som oppgis av datamaskinsystemet) nedskrevet.

Disse resultater presenteres i tabellene 7.1-8 som angitt i Eigur 7.l.

I ' PER PERDIAG SC4
;Qnsket global| Eksekveringstid |
|feil eps i millisekunder
Utskrifts— Global |Global
punkter feil feil
%q i, i 2.
X, komp. |komp.
*3
x4
*5

| .l.... l ;W -J e

Figur 7.1. Struktur for tabellene 7+1=8,

Stgrst feil pd integrasjonsintervallet er understreket. Der hvor
systemet ikke er koplet (diagonal Jacohimatrise) er feilene i
hver komponent behandlet atskilt. Disse understrekete feil er
plottet inn i feil-tid-(e-t~) diagrammer pd dobbeltlogaritmisk
pavir, en figur pr. ukoplet komponent. P4 grunnlag av de tre
'punktene for hver rutine er det trukket en omtrentlig linear
regresjonskurve. Diagrammene foreligger i figurene 7.2-12.
T de tilfelle hvor beregnet global feil e ikke er positivt
korrelert til ¢nsket global feil eps, er punktene nummerert med
1, 2 og 3 for henholdsvis epszlo_z, 10—4 og 10—6.

Disse kurvene danner grunnlaget for vurdering av rutinene.
Plassforbruket er altsd ikke tatt med i undersgkelsen. For de sma

systemene det er testet pd vil ikke dette vare av sarlig betydning.
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I T1 for eksempel krever rutinene PER, PERDIAG og S5C4 (inklusive
funksjons- og Jacobirutine) henholdvis 8948/5199, 8683/5524 og
6747/5153 hvor fgrste tall angir plassforbruk for instruksjoner

og siste tall for variable, alt regnet i datamaskinord. :
Dette aspekt arter seg altsd noksd likt for disse smd systemene.
Por stgrre systemer vil PER etterhvert atskille seg fra de to andre

i ugunstig retning, mens PERDIAG og SC4 stort sett vil fglge

hverandre.
Avrundingsfeilen i den datamaskinen som er brukt
(UNIVAC 1108) er 1.5-10"°. I PERDIAG er det brukt dobbelt

n¢yakti§het ved beregning av koeffisientene. Avrundingfeilen i

dotes tilfelis we 1790010,



Problem: TL

PER PERDIAG sc4
1072 964 158 412
1.0 §.22,-8/1.08,~5 1.63,-7/1.08,-5 5.92,—§ 8.52,-6
» 1,35, 5] 7.80,~5l 9,00,~8] 6.86,~8 5.27,-5 2.69,3
21 1.33,-5{1.49,-4 6.00,-8/6.89,-6 1.27,-4 8.25,~3
107 2.73,-411.82,-2 1.16,-5| 5.93,-6 2.04,—4 2.93,-2
207 2.61,-4!5.23,-2/ 2.09,-7/2.95,-4 5.49,-4 8.23,-3
i e 1139 171 94
1.0 1,87,~€18.O7,—6 2.01,-7/3.82,-7 1.79,-7 7.06,-¢
T 1.90,-5{1.03,-3| 2.10,-7{ 3.58,=7 4.43,~6 2.22,-5
27 1.30,-6{2,74,=5| 2.20,~76.26,~% 8.21,-8 1.32,-4
107 1,65,-416.10,-2 2.20,-7/2.00,-6 3.31,-5 4.10,-4
207 9.81,-5/2.68,-1/2.80,-6/4.26,-§ 6.60,-5 9.72,-4
1076 2748 187 1906
1.0 5.28,-8|1.42,-5 8.86,-7/5.27,-% 6.71,-7 5.46,~1
T 7.00,-8/1.22,-6/5.70,-7{5.36,=-% 7.00,-8 2.25,-6
27 1.90,-7{1.72,-6| 5.80,~7|5.70,-7 3.00,-7 3.55}—5
10w 1.25,-5{4.78,-4} 4,20,-711.22,-6 1.83,-6 3.67,-5
207 2.61,-6{9.16,-4| 4.60,~7] 2.63,-6 4.26,-6 3.07,-4

Tabell 7.1.
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Problem: T2

PER PERDIAG sc4
19=% 380 (Jie 197
1.8 2.80,-6 1.54,-6 3.22,-6
T 1.12,-4 2,08,=4 1.66,-4
2T 3.13,-3 7.18,~4 2.19,-3
104 6,76,-3 4.48,-4 é.ssf—é
20m  1.26,-2 J1.55,-3 2.97 ;=8
19°4 486 162 338
g R 4.74,-6 7.54,-6
4 4,76 ,~5 4.00,-5 4.92,-5
20 1.50,~6 2.36,-5 5.84,~5
107 1.13,-3 7.09,=5 6.48,~5
207 1,00,-2 ).53,-4 12.54,~4
13°° 989 293 697
1.0 2.66,-6 4.32,-6 8.65,—J
m 4.34,-6 8.66,-6 2.68,-6
2w 3.09,-6 8.55,-6 3.28,-6
107 2.19,-5 1.15,-5 4.58,-5
207 4,785 12355 1.08,-4

Tabell 7.2,



Problem: T3

}-—1
s

i
~ PER PERDIAG sCA4
=7 '
10 430 e 139
; |
0.01 2.85,-71.51,-813.54,~-8 2.26,-9{2.85,-711.79,-8
0:1 1.60,-7 1.27,-811..05,~6 8.77,-811.97,-7i2.83,-8
1.0 3.50,-6 5.15,-7 {7.19,-6 9.94,-7{2.95,-6 {8.75,-8
2.0 1.83,-5 2.15,-6 1.71,-5 4.66,-8|2.45,-72.42,-5
4.0 3.,10,~6 P.64,~7 15,70;~5 5.30,-814.34,~7 6,41,-5
18-~ 340 245 141
Boal 2.85,-7(1.51,-8{ 3.54,-8/2.26,-92.85,~7 11.79,~8
0.1 1.60,-7{1.27,-8! 1.05,~6|8.77,-81.97,-7 {2.83,-8
1.0 3.50,-6{5.15,-7| 7.19,-6{9.94,-72.95,-6 {8.75,-8
2.0 1.09,-6{2.05,-6,4.14,-7|/8.59,-87.73,-8 i7.47,-7
4.0 %.55,~612.91,~7] 2.46,-6]1.10,-7%7.43:~8 3.54,-6
1578 524 397 179
0.01 2.85,-711.51,-8{3.54,-8 2.26,—&2.85,—7 1.79,-8
Bol 1.75,-7(1.27,-8{1.81,-6!2.35,-72.83,-8 2.83,-8
1.0 4,71,-7!6.65,-812.36,-5|2.70,-62.95,-6 3.11,-7
2.0 1.57,-715.18,-8{1.66,-6{1.19,-71.09,-7 5.31,-8
4.0 L.37,=8.11,53,~7] 2,40 ,.~3}3 , 58 ,~F .50=8_ [L.37,~7

Tabell 7.3.

8]




Problem: 74

PER PERDIAG SC4

1074 243 161 99
0.1 5.84,-3 4.06,-7 5.71,-3
0.2 5.90,~6 1.75,~6 5.90,-6
0.5 1.35,-4 1.49,-4 2.66,—4
1.0 5 .71, -3 5.50,-3 3.16,-3
2.0 5. 75,~3 B 3.38,-3
’ . J

1075 447 289 175
0.1 2.54,-5 4.06,-7 2.54,—5
0.2 4.66,-6 1 4.65,-6
0.5 4.67,-6 3 61, =6 1.72,=5
1.0 3.38,-5 5.35,-5 3.98,-5
2.0 3.56,-5 1.10,-5 5.17,-4

107° 1009 434 406
0.1 4.14,-7 3.99,-7 4,14 ,-7
0.2 1.75,~6 1.64,~6 1.76,-6
0.5 8.91,-8 1.66,-6 T
1.0 1.34,-5 1.07,-5 9.39,-6
5.6 3.01,-5 2.71,-5 2.19,-5

L

Tabell 7.4.

W
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Problem: T5

PER PERDIAG scd

e 2068 326 561
120 7.52,-7 19.48,-818.27,-7 [1.10,-716.92,-7{1.10,~7
T 2.65,-511.29,-5|1.60,-7 2.74,-6|6.38,-5{5.17,-5
2 b.76,-2 |5.94,-3|5.70,-7 R.84,-6{4.91,-37.90,-3
257 3.1?,-1 9.51,-1 (5.64,+1 4.75,+2 2.02,-2 1.47,—1
507 1.65,-1 0.40,-1 {1.25,+2 1.07,+3{7.80,-2|1.54,-1

i !

1074 7004 2646 1606
1.0 2,22,-8/2.08,-8 2.68,-7/ 7.28,-8 1.49,-7 1.58,-
T 2.74,~6/6.90,-69.70,-8 1.71,-6|1.11,-5|3.33,-6
2 808 =5 1 &1 =87, 90,7 1.25,-6 4.54,—5 1.58,-4
25T 3.94,-5{2.29,-31.87,0 B.71,-1{1.12,-33.32,-2
507 4.59,-5/9.89,-39,59,-2 2.75,-111.02,-21{1.34,-1

i 7031 1200 7555
1.0 2.08,-7|3.58,-8 1.03,-6| 4.98,-7 4.55,-7 2.97,-]
T 1.27,-6!5.10,-6/ 1.07,-6| 7.07,~62.15,-6 {6.55,-6
27 3.07,-6/5.20,~6| 1.77,-6| 6.33,-72.40,-7 {1.23,-5
257 2.54,-5/1.45,-3 7.78,-6! 1.54,~59.50,~7 [5.95,-6
50T 3.98,-5{5.84,~3} 3.96,-4 1.46,—23.65,—4 1.27,-2

Tabell 7.5.
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Problem: T6

PER PERDIAG SC4
1072 368 179
0.5 .37,-5 [8.11,-5 2.07 203,11 ,-2]
1.0 .38,-4 11.26,-3 3 ,20,~313,. 90 =3
2.0 .60,-4 18.39,-4 3.62,-3|5.43,-3
4.0 .61,-4 1.14,-3 A1, 22,-9 11,83 ,+8
27 Al 139 ~3 1.17,~2 {1.76,-2
1074 463 364
0.5 1.14,-5[1.75,-5 1.79,-5 2.71,-5
1.0 5.15,-6|8.87,-5 2.06,-5 2.83,-5
2.0 3.44,-415.10,-4 2.54,-5 12.15,-5
4.0 9,50 ,~A]3,74 ,~1 1.79,-4 2.80,-4
21 4.81,-5]7.80.~5 1,71, =4 B 16,~4
1678 955 659
0.5 2.92,-6 13.58,-6 1.02,-6 %.00,-8
1.0 5.26,-6 {1.39,-5 ».86,-6 P.23,-5
4.0 7.48,-6 19.20,-6 5.91,-7 B.86,~5
1.0 8.92,-6 |4.29,-6 5.38,-5 4.14,-5
20 1.61,-6{3.03,-5 3.49,-5 P.32,-4

Tabell 7.6.

1o

(=)}
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Problem: T7

PER PERDIAG sca
1072 331 114
1.0 2.21,-5/1.60,-6 2.00,—515.52,-7
2.0 6.30,-4]{8.14,-5 6.28,~-4 {7.97,-5
3.0 1.00,-4}1.11,-5 1.00,—4 1.07,-5
4.0 2.99,-5/1.32,-5 2.99,-5{1.31,-5
5.0 1.39,-4|3.47,-6 1.39,—4 3.43,-6
1074 635 154
1.0 1.92,-615.78,-6 9.90,-7 16.64,-6
2.0 2.12,-5{8.64,-6 2.18,-5 1.04,—5
3.0 3.45,-6]7.04,-7 3.34,-6 {1.21,-6
4.0 1.64,-6|6.08,-8 1.69,-6 (1.08,-7
5.0 3.15,-611.23,-7 3.1é,ﬂ6 1.80,-7
107° 818 233
1.0 ° }1.58,-6|8.90,-5 7.17,-719.00,-5
2.0 6.79,-7|1.30,-4 8.70,-8 11.32,-4
3.0 1.38,-7/3.16,-5 2.47,-7{3.25,-5
4.0 3. 157 7 82,6 2.81,-7|8.17,~6
5.0 9.78,-8{2.66,-6 1.57,-712.78,-6

Tabell 7.7.




Problem: T8

PER PERDIAG SC4
107~ 117 59
4.59,=3 4.65,-3
9.78,-6 1.04,-5
1.67,-6 1.97,-6
3.0 7.98,-6 3.,40,-4
4.0 3. 59 ,~4 | 7.44 ,-4
107% 132 : 86
1.1 2.04,-5 2.05,-5
1.5 9.09,-8 9.09,-8
2.0 7.05,-6 | 7.45,-7
3.0 2.55,-7 5.12,-6
4.0 3.5, =6 | 1.39 %5
19 ¢ 251 123
4 1.89,-8 " j1.89,-8
1.5 1.07,-7 ' 5.06,-8
2.0 2.23,—7, 6.85,-7
3.0 1.41,-7 4.41,-6
4.0 8.95,-7 6.91,-6

Tabell 7.8.
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7.3. Vurdering av testresultatene.

Fra figurene 7.2-4 ser en at PERDIAG er a foretrekke for
problemer hvor lgsningen ; £ ﬁl(Ax) & ﬁ(x) hvor A er en diagonal
reell matrise og K(x) enten er identisk lik null eller gir mot
null ndr x gker. En md regne med at dette Blir stadig mer outrert
ettersom systemets dimensjon gker.

Fgrste komponent i T3: Yy € Fl(x) & ps(x). Her kommer PER
og PERDIAG omtrent likt ut. SC4 er noe bedre. Grunnen til at feilen
er den samme for SC4 i de tre tilfellene er at fgrste utskrifts-
punkt er i 0.0l. Skrittet wvelges til & begynne med lik @.005
uansett eps. Estimert feil vil ligge lavere enn 10_6 integrasjonen
ut fordi skrittdobling bare tillates etter 3 skritt med konstant
skrittlengde. PER gir minst feil av alle nadr stor ngyaktighet
gnskes. Dette skyldes at PERDIAG gdelegges av avrundingsfeil pa
grunn av det ekstremt korte startskritt. Resonnement: Koeffisientene
i PERDIAG beregnes i dobbelt ngyaktighet det vil si at alle
inngdende variable representeres med en avrundingfeil pa y 1.7.10ﬂ18‘
'I koeffisientberegningen multipliseres konstanter av stgrrelses-

6 3

orden 1 med Q ~. Fg¢rste komponent i Q blir i starten 5.10 ~. Feilen

i koeffisientene for denne komponenten blir saledes
1.7-10‘18(5-10"31"6 ~ 10 2. Dette blir da en omtrentlig barriere
som feilen bare kan trenge gjennom ved tilfeldigheter. For
PERDIAG bgr derfor hensynet til interpolasjonsfeil for utskrifts-
punkter nar startpunktet slakkes 1litt. Blir dette gjort vil nok
PERDIAG vare den beste rutine for dette problemet med stort
ngyaktighetskrav.

Andre komponent i T3: Y, € Fl(2x) @ p4{X). I fplge avsnittet
om avrundingsfeil i kapittel 2 integrerer TTSC4 slike problemer
eksakt. Det skulle da ogs& PERDIAG gjgre nar en ser bort fra
.avrundingsfeil og startintegrasjon. Feilen i koeffisientene blir
ikke like stor i dette tilfelle fordi 2. komponent av Q er dobbelt
s& stor som 1l.. "Barrieren"senkes med en faktor 270 il ea. 2-10—6,
og en far mer forventete resultater. SC4 er likevel best pPa grunn
av lavere tidsforbruk.

I T4 er Jacobien en funksjon av X alene. Her er det liten
forskjell mellom rutinene, SC4 noe bedre enn de to andre.

For T5 er SC4 best ved smi ngyaktighetskrav, PERDIAG &
foretrekke na&r stor presisjon #nskes. Dette resultatet er litt

overraskende. PERDIAG bruker en grov tilnarmelse til Jacobi-
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matrisen ved tilpasningen. Ved store skritt skjener den helt ut.
Etterhvert som skrittene blir mindre konkurrerer den stadig bedre
for & bli den mest effektive rutine til slutt. ‘ _

T6 skulle en forvente ville favorisere PER foran SC4.
Riktignok fas mest ngyaktige resultater med PER, men tilpasningen
ser ut til 4 vare si arbeidskrevende at effektiviteten ikke blir
stdrre enn for SC4.

I T7 kan en naturligvis ikke vente at PER skal konkurrere
med SC4 fordi PER i dette tilfelle reduseres til matematisk sett
samme metode som SC4 og bestar fglgelig for en stor del av dummy —
operasjoner. Andre komponent av lgsningen: Yy € p6(x) og skal
ifglge avsnittet om trunkeringsfeil integreres eksakt uten tilpasning.
Dette indikeres av de numeriske lgsninger idet minste feil oppnés
med eps = L _

For T8 som er et ikke-lineart problem (som T5) er SC4 noe
- mer effektiv enn PER, men gir ikke like n¢gyaktig lgsning ved store
ngyaktighetskrav.
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8. KONKLUSJON.

Nar systemer av typen §" = f(x,?) skal lgses ved hijelp
av en prediktor—korrektormetode, vil generelt en slik metode
basert p& trigonometrisk tilpasning av Stgrmers og Cowells metoder
av orden 5 ikke vere & foretrekke framfor de tilsvarende metoder
uten tilpasning. For en underklasse av problemer med lgsning
% > gl(AX) ® E(x) hvor A er en konstant reell diagonalmatrise og
K(x) er identisk lik nullvektoren eller en vektorfunksjon som gar
mot nullvektoren nir X gker, synes en trigonometrisk tilpasning a
gi en mer effektiv lgsningsmetode enn ingen tilpasning.

Det synes videre som om den globale feil kan komme lenger
ned mot datamaskinens avrundingsfeil med tilpasning enn uten for
en noe stgrre klasse. Da ma til gjengjeld et stort tidsforbruk
tiles.

For visse koplete systemer kan en diagonal trigonometrisk
tilpashing vere mest effektivt ndr stor ngyaktighet kreves. Dette
gjelder etter alt & dgmme spesielt for problemer med diagonal-
dominant Jacobimatrise.

For Stgrmers metode,k=0 blir banestabilt omrade stgrre
med tilpasning enn uten. Banestabiliteten beholdes for alle
tilpasninger bortsett fra i visse punkter g=n-2m , n naturlig tall.
Dette kan tyde pd at en trigonometrisk tilpasning av Stgrmers metode

, k=0 og de andre banevtablle metodene av Stgrmer-Cowell- type gir
stgrre effekt1v1tetved anvendelse pa problemer av typen y = 2§ r
hvor D er en reell diagonalmatrise med egenverdier som har stor

spredning i stgrrelsesorden.
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Vedlegg 1.

- De etterfglgende utskrifter viser integrasjon av y" = —lzy,
y(Q) =0 , vy'(0) = 1, med Stegrmers metode, k=4 og k=5 og med
Cowells metode , k=6. Det er brukt skritt h=1, og 22 = A2h2 = AZ

er variert til & ligge innenfor de ulike omrider med absolutt
stabilitet eller ustabilitet som framgir av figurene 4.4, 4.6 og
4.9. "Startintegrasjonen™ er den kjente eksakte lgsning. Det er ogsa
tatt med en utskrift av et program som viser hvordan integrasijonen

er foretatt for Stgrmers metode , k=5.
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Integrasjon med Ste¢rmers metode,k=5.

L]
1
o

WO EFE NN U

PROCEDURE S§5(22)3
VALUE 723
REAL Z23
BEGIN
REAL UNP1,UNpUNMLID2UNND3UN DBUN,DBUNG
REAL 73
REAL UNSGrUNMIGeN2IING e D3UNG e NYUNSG s NSUNG;
REAL SINBE:STNUrSINI«SIN2,STM1SINDG
INTEGER N3
COMMENT IMITIALTSERINGS
Z:=SART(Z22) 4
STNT:=SINIZ);
SIN2:=SIN(2%2) ¢
SINIL=SIN(3*Z) ¢
STNLs=STIN(4Y4%xZ) 3
SING:=SIN(5%Z) 3
UNS=STNU;
UNM1:=STNGS
D2UM:=STNS=2xSTMYU+STN3;
DAUNI=SING=3%SINMU+3Z%«STNI=SINZ}
DUUN:=STNS=UxSINU+A%STNI-4£SIN2+5TN1;
DEUMNI=STNG=5%SIMU+10xSINI=10%xSIN2+5%5IN1-SINQG
WRITE('Z2=t,22):
COMMENT INTEGRASJON:
FOR N:=(56.1,1000) DO
BEGIN :
UN°1::2*UN-UNM1-?2*(UM+1/12*52UN+1/1?*DSUM+1n/?ﬂO*D#UN+3/un*DSUN35
UNG: =UNMS )
UNM1G UMM
D2UNG:=D2UN;
N3UNG I =D3AUN;
DYUING s =DLUN;
DUUNS e =DLUNS
PNe=UNP1Y
UNM]1 s =UNGS
D21INT ZUNP1=2xUNG+UNMMIG?E
DIYNI=N2UN=D2UMNG?
DUUN:=DIUN=DIUMNG:
DS5UNZ=ZDHUN=-DBUNG:
IF N GTR 980 THEN WRITE(*N=t»N,? UNzT s tIN)Y
END:
END PROCEDURE 553
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Stdrmers Hetede T, k=4 , - 22 = 1,21

¥X3T DIP.A : '
2Z5IN EXECUTION, NU ALGOL LIBRARY LEVEL 7.0r JANUARY 27 1075

N= 201 UNz 3.2898, =04
= 902 UN= 1.25869 =01
L an3 UN= 1.2428¢ =01
N= 90Ny UN= ~2.27269=03
N— 905 UN= =1.,2599,~01
N= 906 UN= =1.2247y-01
= on7y UN= 4,1924,=N3
Nz 908 UNz 1.2608,~01
N= 909 UN= 1.2065¢~01
Nz 210 UN= ~6,NB53,=03
N= 911 UM= ~1.2615,=01 g
N= 912 UN= -1,1883,=-01
N= 913 UN= 7.9521¢=-03
M= 914 UMz 1.2619,~n1
Nz 915 UN= 1.,1701¢=0N1
N= 916 UNZ =-0Q,7929,-03
N= 917 UN= =1.2620¢-01 :
= 918 UN= " =1.1519,-01 -
.= ' 919  UN= 1,1607,-02
N= 920 UN= 1.2618s~01
N= 921  UNM= 1.1336,~01 .
N= 922 UN= 1433965 ~02
N= _ 923 UNz =1426139=01
N= 924 un= =1.11504,=01
= 925  UNZx 1.5158¢ =02
Nz 926 UN= 1.2605¢=01
Nz 927 UNz 1.0971¢=01
Nz 928 UN= =1.A8% =02
N= 929 UN= ~1.2595,=01
N= 930 UN= ~1.0788,~01
N= 931  UN=z 1.,8603,-02
N= 932 UN= 1.2582,-01
N= 933 UNz 1.0605¢=01
N= . 93y UN= =2.0286,=0N2
M= 935 UN= -1 .2567s=01
Nz 936 UNz =1,0422,=01
- 937 UN= : 2.,1942,=02
N= 8938 UN= 12509, =11
= 939 UN= 1.0239,-01
N= ' 940 UN= ~2.35725=N2
N= 541  Un=s =1.25285 =01 ) t
= oup UN= ~1.0056p-=01
N= cu3 UNz 2,8176p=N2
N= ouy UN=z= 1.P505r=01
Nz - ous UN= Q,A73,=02
N= ous UN= =2 ,A753s=02
y= ou7 UN= -1.2479=N1
= oug UN= =9,/A300,=02
y= oug U= 2,0303,=02
= 250 UN= 1.2451p=01
= 951 UN= 9.,%086¢=02
N= 952 UN= -2,9827:=N2
= 953 UN= 12420, =01
N= 954 UN= =Q,2265;, =02 ’
= 955 . UN= 3.1325,=02
= 956  UN= 123875 =01
N= 957 Un= 9. 1ut7,=-02
= 958 UN= =3,27%6s~N2
y= 959 UN= =1,2352,=01

. — 960 UN= ~8,9633,-02
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= 961 UN= 3.42404=02 K 7
N= 962 tih= 1e23148 =01 .
= 963  UN=x . 8.7821,-02 o T b
y= 964  UN= =3,5658,~02
= 965  UN=z C=1.2274%,=01 - = )
N= 966  UN= ~8.60il4s=-02 .
= 967  UN=  3.7049,~02 3 =
= 968 UN= 1e2232,=01
= 969 UN=  8,4211,-02 7 o
= 970 UN= ~3,841U,=0p2
N~ 971 UN= =142187,=01
A= 972 UN=z =Be2413,=-02 .
= _ 973  UNz 3,9753,~n2 Ty o s
= 974 UN= 1.2141,~-01
o 975 UN=  B.0H619s-n2 e . g
o 976 UN= ~4.1065,=02 ‘
= 977  UN=  =FISEEBREh], T T
N= 978 UNZ =7.8831,=n2 -
N= 279  UN= U4,2351,=02 & .
= 980 UN= 1:P042,~01 _ -
= 981 UNcz  T7.7049,~02 R iy or
N= 982 UN= -4,3611,=02
= 983  UN= =1,1989,=01
N 9RL UN= =7.5272,=02
N= 985  UN= B 48U5,=n2 o
= 986  UN= 1.1934,=-01 -
N 987  UNs=s 7.3502,=02
N= 988  UN= © =0 AD52,-02 _
N= 989  UN=z= “1.1877e=01 :
N— gap UN= ~7e172Gy=N2
= 991 UN= Uae7234,=02 . -
N 992  UN=z 1.,1819,=01
= 933 UN= 5.09982, =02
g9y UN= =4, 8339,~02
905  UN=z 11758, =01
996  UN= ~6e08232:=02
. 997  UN= 4,0519¢=02
% 998  UN= 1.16965=01
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BIP.A
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Cowells metode , k=6 5 22 = 2.56
DIP. 4]
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